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ть редактора, 


Имзя въ виду все болфе и болЪе возрастающий 
интересъ къ такой учебно-математической лите- 
ратурЪ, которая затрагиваетъ живые и любопытные 
вопросы и вм$ст$ съ тфмъ возбуждаеть любозна- 
тельность, пытливость и самодфятельность юныхъ 
читателей, —я полагаю, что предпринятое издание 
«Научно-забавной бибщолнеки» вполнЪ своевре- 
менно и желательно. 

Стараясь дать интересный подборъ игръ и заня- 
ти, составители стремились придать изложеню 
таковыхъ возможно болыпую простоту и живость, 
слЪдя въ то же время и за тфмъ, чтобы выска- 
зываемыя попутно мысли были болфе или менЪе 
обоснованы, а возможность того или иного во- 
проса—была изслФдована всесторонне. 

Принимая все это во внимаше, составители 
позволяють себф надфяться, что «Научно-забав- 
ная библотека», дЪйствительно, явится для уча- 
щейся молодежи средствомъ провести свой до- 
сугъ прятно и съ пользой. 


Ник. Амениикйй. 
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Вз непродолжительномь времени выйдуть 
в5:66%75, между прочимз, сллъдуюийе вы- 
пуски «Научно-забавной библотеки»: 


Вып. 6. Эквилибристика (опыты, основанные на 
равновфаи тфлъ). 


» 7. Любопытные премы логическаго мы- 
шленя. 


» 8. Домашняя механика и гидростатика. 

» 9. Немного учешя о памяти. 

» 10. Ходъ коня. 

» 11. Опыты со спичками. 

» 12. Игра въ «15» (‘Тади). 

» 13. Математическя шутки, вопросы и со- 
физмы. 

» 14. Игра «въ отшельника». 

» 15. Опыты съ апельсинными корками. 

» 16. Игра «Мит». 


» 17. Фокусы съ картами, основанные на арио- 
метическихъ вычислешяхъ % друг. 
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Магичес Ме Квабрашьы. 


|. Введене. 


Въ настоящемъ выпуск нашей «Научно - За- 
бавной бибщотеки» мы намБрены познакомить 
читателей съ различными способами составлешя 
такъ называемыхъь «волшебныхь» или «магиче- 
скихь» квадратовъ. 

«Волшебный квадратъ» раздЪленъ на нЪсколько 
равныхъ между собой квадратныхъ клфтокъ, со- 
держащихъ числа, сумма которыхь вь любомь 
изь горизонтальныхь, вертикальныхь или д аго- 
нальныхь рядовь есть величина постоянная, т.с. 
равная одному и тому же числу. 

Одинъ изъ такихъ квадратовъ изображенъ на 
старинной гравюр Альбрехта Люфрера, жив- 
шаго въ ХУГ вЪкБ.*) ЗдЬсь числа каждаго изъ 
вышеупомянутыхъ рядовъ даютъ въ сумм 34; 
мало этого, этотъ квадратъ продолжаетъ оставать- 
ся «магическимъ» и тогда, если его раздФлить на 
4 четверти: сумма чисель каждой четверти, равно 


*) Снимокъ съ этой гравюры помБщенъ на обложк$, какь на- 
стоящаго (5-го) выпуска, такъ и двухъ первыхъ выпусковъ „Научно- 
забавной библотеки“.— Ред. 
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какъ и 4 угловыхъ числа, равна все тому же 
числу 34 (см. фиг. 1). 


Эти замфчательныя свойства «магическихъ» ква- 
дратовъ еще съ давнихъ поръ привлекали къ себЪ 
вниман!е людей; такъ, напримЪръ, нфкоторые изъ 
такихъ квадратовъ были извфстны даже египтя- 
намъ, т.-е., задолго до Рождества Христова. 

Особеннымъ почетомъ пользовались «волшеб- 
ные» квадраты у пиеагорейцевъ *) и у средневЪ- 
ковыхЪ астрологовъ и алхимиковъ; послфдше по- 
свящали свои квадраты семи планетамъ, гравиро- 
вали ихъ на пластинкахъ того металла, который 
имЪлъ по ихъ понямямъ сродство съ данной пла- 
нетой, и пытались пользоваться (и, конечно, без- 
усп$шно) этими квадратами для различныхъ ма- 
гическихъ и астрологическихь цфлей. Хотя съ 
течешемъ времени, люди продолжали заниматься 
«магическими» квадратами съ неменьшимъ инте- 
ресомъ, но самый взглядъ на это заняте рЪзко 


*) Древняя философская школа, 
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измфнился. Такъ, математикь ХУП столфия Фре- 
никль де Бесси, посвятивший изученшю «маги- 
ческихъ» квадратовъ половину своей жизни, смо- 
трЪлъ на нихъ не какъ на средство, примфнимое 
къ маги, а просто какъ на одинъ изъ интересныхъ 
математическихъ вопросовъ *). 

И вь настоящее время «магические» квадраты не 
остаются безъ внимаы!я: математики интересуются 
ими и даже употребляютъ ихъ для своихъ ифлей, 
но, конечно, не для предсказыван!я будущаго, какъ 
ихъ далее предки, а для ришеня уравненёй **). 

Для насъ же съ вами «магическе» квадраты 
интересны главнымъ образомъ потому, что они 
представляютъ собою хоропий примЪръ того, на- 
сколько могущественна математика в5 тьхь слу- 
чаяхь, когда чудесное можно и должно сдълать 
иростымь и понятным. 


*) Въ ЕвропЪ „магическ!е“ квадраты появились въ ХУ в., благо- 
даря визанЙскому писателю Месхопуло, который, между прочимъ, 
твердо вфрилъ въ магическую силу этихъ квадратовъ и смотрфлъ на 
нихъ, какь на талисмань противъ различныхь болЪзней. 


**) См. М. Атпоих.—Тез Езрасез атййтейдиез пурегтадаиез. 
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2. Простьйше магическе 
квадраты. 


Мы начнемъ наше изслЪдоваше съ простЪйшаго 
случая и, познакомившись съ нимъ, перейдемъ 
къ общимъ методамъ составленйя «магическихъ» 
квадратовъ. 

ПростЪйшими «магическими» квадратами мо- 
гуть считаться квадраты съ одной (1х 1==1), че- 
тырьмя (2х 2==4) и девятью (3 3=9) клЪтками. 

Первый изъ этихъ случаевъ отпадаеттъ самъ со- 
бою, такъ какъ здфсь не можеть быть рЪчи о 
сумм чиселъ; второй— представляеть для насъ 
слишкомъ малый интересъ, и, такимъ образомъ, 
простЪйшимъ случаемъ «магическаго» квадрата 
является квадрализ съ девятью кльтками. 

Теперь остается выбрать изъ безчисленнаго мно- 
жества чиселъ такя, которыя могли бы заполнить 
9 клЪтокъ нашего квадрата. Возьмемъ, опять-таки, 
простЪйций случай. Очевидно, это будетъ «нату- 
ральный» рядъ чиселъ, т.-е., такой рядъ, въ кото- 
ромъ числа идутъ въ порядкБ обыкновеннаго 
счета: 


12:3. 667.95. 
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Этоть рядъ предсгавляеть собою частный слу- 
чай такъ называемой «ариометической прогресс!и», 
(подробнфе мы поговоримъ о ней нЪсколько позд- 
не), и всБ числа этого ряда расположены та- 
кимъ образомъ, что разность между любыми, ря- 
домъ стоящими двумя числами есть величина по- 
стоянная. Въ данномъ случаф эта разность равна 


1=2 —1=3—2—4—3 и Т.Д. 


Примфромъ такой же ариометической прогрессии 
можетъ быть рядъ 


2, 4, 6, 8... гдЪ разность =2=4 —2=6—4... 


Хотя ДлЯ составлевшя «магическихъ» квадратовъ 
годилась бы любая изъ ариеметическихъ прогрес- 
ой, но мы будемъ пока пользоваться только 
простЬйшимъ видомъЪ ея, т.-е., вышеприведеннымъ 
натуральнымъ рядомъ чиселъ. 

Итакъ, намъ предстоитъ задача: расположить 
въ 9 кл5ткахъ квадрата числа отъ 1 до 9 та- 
кимъ образомъ, чтобы суммы чиселъ любого изъ 
горизонтальныхъ, вертикальныхъ или дагональ- 
ныхъ рядовъ были равны между собой. 

Замфтимъ прежде всего, что нашъ квадратъ 
имфеть три горизонтальныхъ ряда (см. фиг. 2). 


1] 2 3 


4 5 6 
7 8 9 
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Если мы подсчитаемъ сумму чиселъ въ каждомъ 
изъ горизонтальныхъ рядовъ, а затЪЬмъ сложимъ 
эти три полученныя суммы, то мы будемъ имЪфть 
сумму всъхь 9 чиселъ нашего квадрата. Такъ какъ 
въ «магическомъ» квадратЪ суммы чиселъ всЪхъ го- 
ризонтальныхъ рядовъ обязаны быть равны между 
собой, то, очевидно, каждая изъ нихъ должна 
равняться третьей части суммы всъхь чисель. 

Для того, чтобы найти сумму 9 чиселъ, мы 
поступимъ слфдующимъ образомъ: напишемъ 
нашъ рядъ чисель два раза, въ прямомъ и об- 
ратномъ порядкЪф, помфщая числа одно подъ дру- 
гимъ, и сложимъ каждое верхнее число съ соот- 
вЪтствующимъ ему нижнимъ. 


32137 4.25. 16197198. 59 
Ве 


10; 10; 10; 10; 10; 10; 10; 10; 10. 


Такъ какъ каждый разъ мы получаемъ одну и 
ту же сумму, а именно 10, то девять такихъ 
суммъ дадутъ 90, а слБдовательно, сумма чиселъ 
одного верхняго (или нижняго) ряда будетъ вдвое 
меньше, т.-е. будетъ равна 45. 

Выше мы пришли къ тому заключению, что 
сумма чиселъ каждаго изъ горизонтальныхъ ря- 
довь нашего квадрата должна равняться третьей 
части суммы всфхъ 9 чиселъ, т.-е., 45:3 ==15. То 
же самое число (15) должно получаться и отъ 
сложеня чиселъ каждаго изъ вертикальныхъ или 
длагональныхъ рядовъ квадрата. 

Представимъ себЪф теперь, что мы уже р5ши- 
ли нашу задачу, т.-е., расположили числа по клЪт- 
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камъ такимъ образомъ, что нашъ квадратъ сталъ 
«магическимъ». Если мы теперь сложимъ числа 
рядовъ средняго горизонтальнаго, средняго вер- 
тикальнаго и двухъ д1агональныхъ рядовъ, то въ 
каждомъ изъ этихв случаевъ получимъ 15; а такъ 
какъ такихъ рядовъ мы взяли четыре, то общая 
сумма чиселъ этихъ рядовъ будетъ равна 60. 

Нетрудно видЪфть, что, взявши ряды въ такомъ 
порядкЪ, мы каждое число беремъ одинъ разъ, 
за исключешемь центфальнаго, которое нам 
приходится брать 4 раза. 

Если бы мы каждое число взяли одинъ разъ. 
то получили бы въ суммЪ число 45 (сумма всБхъ 
9 чиселъ), но благодаря тому, что среднее число 
пришлось брать еще 3 раза (лишнихъ), мы получи- 
ли большую сумму, т.-е., 60. Излишекъ: 60—45=15, 
очевидно, и представляетъ собою утроенное пен- 
тральное число; а потому это число должно быть 
равно 15:3 ==5. 

Читатель теперь уже видитъ, какъ постепенно 
мы приближаемся къ разрфшеню нашей задачи: 
мы уже знаемъ теперь, что в5 ментрь нашего 
квадрата должно стоять число у, а остальныя 
числа должны быть расположены такимъ обра- 
зомъ, чтобы сумма каждаго ряда равнялась Ту. 

Какъ же намъ слЪдуетъ размБстить оставиияся 
8 чиселъ? 

Обратимъ внимане на то, что среди этихъ чи- 
селъ имфется четыре четныхъ числа (2, 4, 6 и8) 
и четыре нечетныхъ (1, 3, 5, и 7). Нетрудно со- 
образить, что сумма трехё чисель, из которыхь 
два—нечетныхз, а третье—четное, будет чет- 
ной. Основываясь на этомъ, мы можемъ сдфлать та- 
кой, очень важный для насъ, ВЫВОДЪ: хаждыя 
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9вь противолежаиия угловыя (1 и 9,3 и 7), или 
средная (2 и 8, 4 и 6), кмьытки «магическаго» 
квадрата должны быть заняты или объ чет- 
ными, или объ нечетными числами. Въ 
противномъ случаЪ при среднемъ нечетномъ чи- 
слЪ (5) суммы н$которыхъ рядовъ могли бы ока- 
заться четными, чего быть не должно, такъ какъ 
15 —число нечетное. Слдовательно, намъ остается 
или размфстить нечетныя числа по угламъ квад- 
рата, а четныя по оставшимся среднимъ клЪткамъ, 
или наоборотъ. Очевидно, что первый способъ 
разм5щевя не годится, такъ какъ, если мы распо- 
ложимъ нечетныя числа по угламъ квадрата, то 
верхнйй и нижнЙ горизонтальные, равно какъ и 
лЪвый и правый вертикальные ряды будуть со- 
стоять каждый изъ двухъ нечетныхъь чиселъ и 
одного четнаго числа, которыя, какъ было ска- 
зано, всегда составять четную сумму. Поэтому 
ясно, что #0 угламз необходимо расположить 
четныя числа, а нечетными заполнить осталь- 
ныя свободныя кльтки. 

Такимъ образомъ, заполнивъ центральную клЪт- 
ку квадрата числомъ 5, мы помфщаемъ въ лЬвомъ 
верхнемъ углу любое изъ данныхъ четныхъ чиселъ, 
скажемъ 2 (см. фиг. 3). Тогда въ правомъ нижнемъ 


2 9 4 
7 5 3 
6 1 8 
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углу придется помфстить 8 (ибо: 2+ 5-8 =15). 
ОставиИяся два четныя числа размфщаемъ по 
двумъ другимъ угламъ, напримЪръ, 4—въ правомъ 
верхнемъ, а 6—въ лЬвомъ нижнемъ углу. 

При такомъ расположен и четныхь чиселъ ка- 
ждое изъ нечетныхь чисель можетъ быть помЪ- 
щено только в какую-нибудь одну опредьлен- 
ную кльтку. 


Въ свободныя клфтки мы помфшаемъ остав- 
пияся числа (1, 3, Ти9) такимъ образомъ, чтобы 
сумма чиселъ въ любомъ направлен!и была бы одна 
и та же и притомъ равна 15. Поэтому придется 
1 помфстить въ нижнемъ, а 9 въ верхнемъ гори- 
зонтальномъ ряду, тогда какъ числа 3 и 7 должны 
занять свободныя клфтки въ правомъь и лЬвомъ 
вертикальныхъ рядахъ (см. фиг. 3). 


Понятно, что наша задача имфеть нЪЫсколько 
рЬшеюй по той простой причинЪ, что размЪщать 
угловыя числа можно н$сколькими способами. 

Сколько же р5шенй допускаетъь данный во- 
просъ? 

ПомЪстивъ число 2 въ лфвый верхёйй уголъ, 
мы получимъ первое р-шенйе (см. фиг. 3). При 
томъ же положени числа 2 (а слЪдовательно и 8) 4 
и 6 могутъ помфняться м$стами, при чемъ, конечно, 
перемфстятся соотвфтственнымъ образомъ и не- 
четныя числа. СлЪдовательно, при опред$ленномъ, 
заранфе выбранномъ положен! и числа 2, мы имЪ- 
емъ два р5шевя. Такъ какъ число 2 можеть за- 
нимать четыре различныхъь положен!я, то всЪхъЪ 
рЬшевй будетьъ 8. 

Конечно, мы могли бы взять за исходное число 
не 2 а, напримЪръ, 6. Въ такомъ случаЪ мы цо- 
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лучили бы тоже 8 рЬшевЙ, но они оказались 
бы лишь повторешемъ прежнихъ. 

Такимъ образомъ, вполнф понятно, что при 
соблюденши нфкоторыхъ условйй (а именно: число 
5—въ центрЪ, четныя числа — по угламъ) ква- 
дратъ съ 9 кл5тками не только можеть, но и 
долженъ удовлетворять услов!ямъ «магическаго», 
такъ что чудеснаго, или сверхъестественнаго, какъ 
думали древше, въ этомъ ничего нфть и быть 
не можетъ. 


Задача 1. Найдите сумму каждаго ряда 
магическаго квадрата изъ 9 клЪтокъ, 
содержащаго числа: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 
16, 18. 


Задача 2. Составьте вышеупомянутый 
квадратъ. 


Библиотека Ма{педи.Ви В ф$:/Лмилм.та{педи.ги 


Аменицкий Н. Н. Магические квадраты. Арифметические курьезы. — 1912 15 


3. Магичесве квадраты съ нечет- 
нымъ числомъ клётокъ. 


Разсмотрфвъ частный случай составлен!я «маги- 
ческаго» квадрата, перейдемъ теперь къ общему 
методу, пригодному для составлевтя такихъ же 
квадратовъ съ нечетшнымь числомъ клЪтокЪ. 

Для большей ясности мы возьмемъ какой-либо 
опредЪленный квадратъ, но, замфтимъ, что всЪ 
наши разсуждея по этому поводу могутъ быть 
распространены и на любой изъ квадратовъ съ не- 
четнымъ числомъ клфтокъ. 

Пусть мы имфемъ квадратъь съ 7Х7== 49 клфт- 
ками, содержащими числа отъ 1 до 49. 

Какъ велика должна быть сумма чиселъ кажлаго 
изъ вертикальныхъ, горизонтальныхъ или д1аго- 
нальныхъ рядовъ? 

Разсуждая по-прежнему (см. стр. 10), найдемъ, 
что сумма чиселъ всфхъ горизонтальныхъ рядовъ, 
т.-е., сумма всЪхъ данныхъ чиселъ равна 


1-49).49 
ВТ 
2 
СлФдовательно, сумма каждаго изъ семи горизонталь- 
1225 
ныхъ рядовъ будетъ въ семь разъ меньше = 175. 


Для того, чтобы получить «магическй» квадратъ, 
намъ нужно изъ имБбющихся въ нашемъ распо- 
ряжени 49 чисель выбрать нфсколько такихъ 


Библиотека Ма{педи.Ви В ф$:/Лмилм.та{педи.ги 


Аменицкий Н. Н. Магические квадраты. Арифметические курьезы. — 1912 


че 


комбинашй, чтобы сумма чиселъ каждой изъ нихъ 
была 175. 

Таблица, помБщаемая ниже и составленная по 
извфстному закону, даетъ намъ возможность на- 
ходить нужныя намъ комбинаши не случайно, а 
навирное. 


Таблица для составлен!я 


1=ох7--1Е 2=0х7+2 3=0х7-3 
8—=1Ж741 9=1х7-2 10=1х7+3 
15=2ж741 16=29х742 17=9х7+-3 
22—=зх7--1 23=3х7+2 24—=3х7+-3 
29=4х7-+1 30=4х7--2 31=«аж7-3 
36—=5Ж7-1 37=5х7+2 38=5 Ж7-3 
43=6Ж7-1 44=6х7--2 45=6Ж7-3 
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Эта маблица содержитъ числа, распредБленныя 
въ 7 сголбцахъ, по 7 строкъ въ каждомъ. Числа, 
находящяся въ какомъ-либо опред$ленномъ столб- 
цЪ, имфютъ между собой то общее, что при д$- 
лени на 7 они даютъ равные между собой остат- 
ки; такъ, напр., въ первомъ столбцЪ всЪф остатки 
равны 1, во второмъ—2 и т. д. 

Числа, расположенныя въ опредфленной гори- 
зонтальной строкЪ, хотя и даютъ различные 
остатки, но число 7 вё каждомз (изь семи) слу- 
чаев повторяется множителемь одно и то же 
число разь; такъ, напримЪръ: 7 берется множи- 
телемъ во второй строкЪ 1 разъ, въ третьей — 2 
раза и т. д. (см. таблиму). Такимъ образомъ, 
каждое число характеризуется опредфленными 
множителемз и остатком. 

Если мы теперь возьмемъ изъ нашей „таблицы“ 
тая семь чисель, чтобы они всЪ содержали 
всьхь множителей и всь остатки, то мы полу- 
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чимъ одну изъ необходимыхъ намъ комбинашй 
чиселъ (см. стр. 16), сумма которыхъ равна 175. 
Пояснимъ это на примЪрЬ: если мы возьмемъ 
единицу, т.-е. число 1 столбпа и 1-й строки, де- 
вять, т.-е., число 2 столбца и 2-й строки, семнад- 
цать, т.-е., число 3 столбца и 3-ей строки ит.д., 


магическихъ квадратовъ. 


4=0Ж7--4 
11=1Ж7-4 
18=2Ж7--4 
25=3Ж7-4 
32=4х7-4 
39=5ж7-4 
46=6Ж7--4 


5=0х7-+5 6=0Х 
12=1Ж7-5 13=1Х 
19=2Ж7--5 20=2х 
26=3хХ7-5 27=3Х 
33=4Ж7-5 34—4Х 
40=5Ж7-5 41=5Х 
47=6Ж7--5 48=6Х 


7+6 7=0Ж7-7 
7-6 14=1Ж7-7 
7-6 21=2ж7-7 
7-6 28=8Ж7-7 
7-6 35=4ж7-7 
7-6 42=5ж7-7 
7-6 49=6Ж7-7 


то получимъ группу чиселъ, въ составъ которыхъ 
входятъ 86% множители и вс® остатки. 


(0х7 1= 1 
(1х7)-+2= 9 
(ах7)-3=17 
ЕЕ 
4Х7)--5 =33 
(5Ж7)-6 =41 
(6х7)--7=49. 


Сумма чиселъ этой группы равна 


(1Ж7-2Ж7- 3 Х7-4хт-5Жт-6 ХТ) 
+ а-2- 34-5467) =175. 


Если бы мы выбрали числа иначе, при соблю- 


дени того 


же закона, т.е. 


такъ, чтобы въ 


составъ ихъ входили всЪ множители и всф остат- 
ки, то общая сумма выбранныхъ чиселъ опять 
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оказалась бы равна 175. Изъ сказаннаго ясно, что 
при составлени группы чиселъ для «магическаго» 
квадрата необходимо воспользоваться по одному 
разу какъ каждой строкой, такъ и каждымъ столб- 
цомъ нашей «таблицы». Попробуемъ оставить поря- 
докъ множителей въ каждой комбинаши неизмЪн- 
нымЪ, т.-с.: (0Ж7), (1х7), (2Х7)...(6 ХТ), а по- 
рядокъ остатковъ будемъ мЪФнять; для первой ком- 
бинаши онъ былъ: 1, 2, 3...7, для второй—бу- 
детъ 2, 3,...7, 1, для третьей: 3, 6, 5,...7, 1,2, 
и т. д.; тогда вторая и третья комбинаши будутъ 
состоять изъ слфдующихъ чиселъ: 


(0х7)-2= 2 (0х 3= 3 
(1х7)-3=10 — (1х7) +4= 
(2х7) 4=18 = 
3х7)-5=26 — (3х7)-6=27 
4х7) 6=34 (4ж7)-+7=35 
ЕЕ (5х7)--1=36 
6х7)--1=43 — (6х7)--2=44 


'Такимъ образомъ, мы можемъ подобрать семь 


комбинащй, изъ которыхъ каждая будетъ содер- 
жать всф множители и всЪ остатки. 


Вотъ эти комбинаши: 
1, 
2, 
3, 
4, 12 
5, 
6, 
7, 


Библиотека Ма{педи.Ви В ф$:/Лмилм.та{Неди.ги 


Аменицкий Н. Н. Магические квадраты. Арифметические курьезы. — 1912 19 
— 19 — 


Сумма чиселъ каждой изъ этихъ строкъ рав- 
на 115. 

Само собой разумЪется, что расположить эти 
числа въ квадрат въ томъ порядкЪ, въ какомъ 
они расположены злЪсь, нельзя, такъ какъ суммы 
чисель стоящихъ въ вертикальныхъ столбцахъ, 
могутъ быть различны, ибо до сихъ поръ мы об- 
ращали внимане лишь на то, чтобы сумма чи- 
селъ въ горизонтальномъ направлен!и оставалась 
постоянной, и оставляли безъ внимавя порядокъ 
чиселъ вт, вертикальномъ направлени. 

Итакъ, пока мы нашли способъ расположить 
49 чисель въ квадрат такимъ образомъ, что 
только горизонтальные ряды его даютъ постоян- 
ную сумму, и, повторяемъ, достигли мы этого 
исключительно благодаря тому, что для каждой 
горизонтальной строки мы выбирали так!я числа, 
которыя содержатъ всБ множители и всЪ остатки. 

Отсюда вытекаетъ общее правило для составлен!я 
«магическаго» квадрата: необходимо, чтобы ка- 
ждый изъ горизонтальныхъ, вертикальныхъ и Д!а- 
гональныхъ рядовъ содержалъ какъ всЪ множи- 
тели, такъ и вс остатки, встр5чающееся въ вы- 
шеприведенной таблицЪ. 

Для того, чтобы выполнить это услове, мы 
воспользуемся сл$дующимъ премомъ: располо- 
жимъ наши 49 чиселъ такъ, какъ это сдфлано 
на фиг. 4-й. 

Эту фигуру нетрулно получить, если мы, заштри- 
ховавъ лагональныя клфтки квадрата (онъ очерченъ 
болЪе толстой лишей), илушя справа (сверху) налЪ- 
во (внизъ), будемъ передвигать правую заштрихо- 
ванную ступеневидную террасу налЪфво до т5хъ поръ, 
пока ея основае не совпадетъ съ лФвой сторо- 
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ной квадрата, а сама она не окажется въ поло- 
жени, обозначенномъ цифрой Т (см. фиг. 4). 
ЛЪвую террасу такимъ же образомъ передвинемъ 
въ положене Ш, нижнюю—въ положене П и 
верхнюю—въ положеше [\. 


Ш 
аа амы 
а А 


Если читатель попробуетъ получить указаннымъ 
премомъ подобную же фигуру для квадрата съ 
четнымь числомъ клЪтокъ, то онъ увидитъ, что 
это невозможно, а потому становится понятнымъ, 
что нашь метод5 пригодень только для квадра- 
товь с5 нечетнымз числомь кльтокь. 
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Въ полученной фигур располагаемъ числа нашей 
«таблицы» такъ, что числа первой строки (1, 2, 3.,...7) 
идуть слЬва вверхъ направо (см. фиг. 4). числа вто- 
рой строки (8, 9, 10, 11,...14)) помБщаются (въ томъ 
же направлен) параллельно первому ряду ит. д. 

Благодаря такому способу расположенйя, числа, 
стоящя въодинаковыхъстолбпахътаблицы(1,38,...43 
или 2,9,...44) окажутся расположенными въ парал- 
лельныхъ рядахъ, идущихъ слЪва (внизъ) направо. 

Читатель видить; что на фигурЪ 4-й пока еще 
заполнены не всф клЬтки. 


1 
4 | 29| 12 | 37 | 20| 45 | 28 


85| п | 86| 10| 44 | 27 |3 


10 | 42 | 18 | 43 26|] 2 | 34 


41 2 | 49 | 28 1 33 | э 


16 | 48 | 24 |7 |132 |8 | 40 


47 | 23| 6 81| 14 39 | 15 


2915 


30 | 13| 38 | 21 | 46 


Фиг. 5. 


Если же мы теперь произведемъ операши, обрат- 
ныя тЬмъ, при помощи которыхъ мы получили 
фигуру 4-ю изъ даннаго квадрата, другими сло- 
вами, передвинемъ террасу [ направо, террасу Ш— 
налЪво, террасу П—внизъ и террасу 1М—вверхъ,— 


Библиотека Ма{педи.Ви В ф$:/Лмилм. та Неди.ги 


Аменицкий Н. Н. Магические квадраты. Арифметические курьезы. — 1912 22 
ИО лы 


то числа, находяцИяся въ клфткахъ этихъ террасъ, 
попадутъ въ свободныя клЪтки квадрата, который 
теперь уже получить право именоваться «маги- 
ческимъ» (см. фиг. 5). 

ДъЪйствительно, сумма чиселъ этого квадрата 
въ любомъ направлен!и равна одному и тому же 
числу, а именно 175. 

Если мы возьмемъ рядъ чиселъ, принадлежа- 
щихъ къ какой-нибудь строкЪ нашей таблипы, т.е., 
имфющихъ одинъ и тотъ же множитель, напри- 
мЪръ, рядъ съ общимъ множителемъ 1 (8, 9, 10, 11, 
12, 13, 14), —то увидимъ, что они расположились 
въ различныхь горизонтальныхъ строкахъ и раз- 
личныхь вертикальныхъ столбцахъ полученнаго 
квадоата: такъ, числа 10, 11, 12 помфщаются въ 
первой, второй и третьей строкахъ, числа 9 и 8, 
послЪ передвиженя террасы Т, займутъ мЪ$ста въ 
4 и 5 строкахъ, 14 и 13 попадутъ въ 6 и 7 стро- 
ки квадрата (сравн. фиг. 4 и 5). 

Совершенно то же самое можно сказать и отно- 
сительно размфщен!я чиселъь по столбиамь ква- 
драта: ни въ одномъ изъ столбцовъ не встрЪча- 
емъ болфе одного изъ названныхъ (8,9,...14) чи- 
селъ; дЪйствительно, числа 10, 11, 12 помфщены 
въ первыхъ трехъ столбиахъ, а 13, 14, 8 и 9 раз- 
мЬшены въ террасахъ Ги П и послЪ ихъ перс- 
движеня попадутъ въ 4, 5, би 7 столбцы ква- 
драта. 

Слфдовательно, числа, принадлежация ко вто- 
рой строк$ «таблицы» и характеризуюцияся множи- 
телемъ 1, будуть размфшены въ различныхъ стро- 
кахь и столбцахъ квадрата. Если бы мы взяли 
какую-нибудь другую строку нашей «таблицы», на- 
примЪръ, 36,37....42, то убЪдились бы, что и эти 
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числа расположились по различнымъ строкамъ и 
столбиамъ квадрата, а это значитъ, что числа, 
имфюция множитель 5, тоже встрЪФчались бы во 
всБхъ строкахъ и столбиахъ квадрата и при томъ 
только по одному разу. 

Подобныя разсуждешя могутъ быть примфнимы 
и кь каждой изъ остальныхъ строкъ нашей «та- 
блицы». 

Возьмемъ теперь числа, имфюция различные 
множители, но характеризуюпияся одинаковыми 
остатками, напримЪръ, рядъ: 6, 13, 20,...48 (6-й 
столбецъ «таблицы», гдЪ остатокъ=6). 

Числа 20, 27, 34 помфшены въ первой, второй 
и третьей горизонтальныхъ строкахъ, 41 и 48 по- 
пали изъ террасы Ш въ четвертую и пятую стро- 
ки, въ то время какъ 6 и 13 заняли м5ста въ 
шестой и седьмой строкахъ квадраты. КромЪ того, 
эти числа помфщаются въ различныхъ вертикаль- 
ныхъ рядахъ, что нетрудно провЪрить, разсматри- 
вая фигуры 4 и 5. 

Изъ этого разсужденя видно, что остатокъ 6 
встрЪчается по одному разу какъ въ каждомъ 
горизонтальномъ, такъ и вертикальномъ рядахъ. 
То же самое можно сказать и по поводу любого 
изъ другихъ остатковъ, такъ какъ наше разсу- 
жден!е приложимо ко всякому столбцу «таблицы». 


Такимъ образомъ, пользуясь фигурой 4-й, мы 
расположили 49 чиселъ въ квадратБ такъ, что 
каждый множитель и каждый остатокъ встрЪча- 
ются въ каждомъ изъ горизонтальныхъ и верти- 
кальныхъ рядовъ квадрата, а это, вфдь, и значитъ, 
что каждый изъ этихъ рядовъ даетъ постоянную 
сумму 175. 
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Теперь остается посмотрЪть, получается ли та 
же сумма при сложен!и чиселъ по дагональнымь 
рядамъ квадрата. Мы знаемъ, что д!агональный 
рядъ 4, 11, 18,...46 принадлежитъ къ четвертому 
столбцу нашей «таблицы», слфдовательно, въ 
составъ чиселъ этого ряда входятъ различные мно- 
жители; остатокъ же для всЪхъ чиселъ этого ряда 
равенъ 4. 

Если бы для чисель дагональнаго ряда было 
соблюдено вышеприведенное правило (см. стр. 19), 
и въ него входили бы вс множители и‘всБ остат- 
ки, то сумма его была бы равна 


(1.72. 7-3 . 744 . 7+5 - 7+6 + Т)УНа-2-+8-+-4+5+ 
+6-7)=175. 


Замнивъ семь различныхъ остатковъ (1,. 2...7) 
семью одинаковыми, изъ которыхъ каждый ра- 
венъ 4, мы не измфнимъ величины суммы: 
(1--2+3+4+5+6-7) = 28 = (4+4+4--444-+4+4) и, 
слфдовательно, сумма д!агональнаго ряда равна, 
какъ и суммы другихъ рядовъ, той же постоян- 
ной величинЪ 175. 

Другой дагональный рядъ нашего квадрата 
22, 23, 24...28 принадлежитъ къ четвертой стро- 
КБ «таблицы», и поэтому числа, входяния въ не- 
го, солержатъ различные остатки, множители же 
всЪ одинаковы, и каждый изъ нихъ равенъ 3. 

Замфняя различные множители одинаковыми, 
мы также не измфнимъ величины суммы, такъ 
какъ 


(0-7-1.7--2-7--3.7-44-7-5.7+6-7)=147= 
=(3-7+43.7-+3.7--3.7+3.743.7+3-7), 
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поэтому и этоть дагональный рядъ будетъ да- 
вать ту же постоянную сумму, равную 


147--28=175. 


Итакъ, нашъ квадратъ (фиг. 5) удовлетворяетъ 
всфмъ требоваямъ «магическаго» квадрата. 

Напомнимъ читателю вкратцЪ тотъ путь, кото- 
рымъ мы шли при составлеши этого «магическа- 
го» квадрата, такъ какъ это послужитъ намъ для 
выработки обищаго метода составлешя такихь 
квадратовъ съ нечетнымъ числомъ клфтокъ. 


Прежде всего мы нашли величину по- 
стоянной суммы (175), затЪмъ обнару- 
жили законъ составлен\я группы чи- 
селъ, дающихъ эту постоянную сумму, 
для чего намъ пришлось расположить 
всЪ5 числа въ «таблицу» и, наконецъ, 
построивъ фиг. 4, разм$стили, при по- 
мощи ея, числа въ квадрат такъ, что 
онъ сталъ «магическимъ». 


Идя такимъ путемъ и, стараясь разсуждать логи- 
чески, мы отбросили все случайное, а потому по- 
явлен!е «магическаго» квадрата должно быть для 
читателей вполн5 понятнымъ и законнымъ. 

Задача 3. Составьте квадратъ съ 


9%9=81 клЪтками. 
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4. Магичесме квадраты съ чет- 
нымъ числомъ клётонкъ. 


Разработка обшаго метода для составлешя ква- 
дратовъ съ четнымъ числомъ клфтокъ настолько 
сложна, что намъ придется ограничиться частнымъ 
случаемъ четныхъ чиселъ, а именно, числами, такъ 
сказать, «дважды» четными, т.-е., кратными числу 
четыре. 

Наше разсуждене будетъь пригодно для ква- 
дратовъ съ 4, 8, 12... ит. д. клфтками въ ка- 
ждомъ ряду. 

Лля выясненя общаго метода мы возьмемъ 
квадрать съ 8Ж8=—64 клфтками. Прежде всего 
вычислимъ, какъ мы это дфлали и раньше, ту 
сумму, которую долженъ давать любой изъ рядовъ 
нашего квадрата. 

Сумму всЪхъ 64 чиселъ мы найдемъ, написавъ рядъ 
два раза, въ прямомъ и обратномъ порядкЪ, и 
сложивъ каждое верхнее число съ соотвфтствую- 
щимъ ему нижнимъ: 


44...63, 64 
64, 63, 69, 611....2, 1 


э 


65; 65; 65; 65,. .. .65; 65. 
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Мы получили 64 суммы, изъ которыхъ каждая 
равна 65. 

Сл$довательно, удвоенная сумма всЪхъ нашихъ 
чиселъ равна 64.65, сумма же каждаго изъ ря- 
довъ квадрата равна 


64.65 
-ов =260. 


Такое вычислене, какъ уже намъ извЪстно, 
основывается на томъ, что два числа натураль- 
наго ряда, равно отстоящёя оть начала и кон- 
ца этого ряда, дають постоянную сумму. Это 
свойство намъ понадобится и въ данномъ слу- 
чаЪ, а потому мы полагаемъ, что не мфшаетъ н$- 
сколько остановиться на этомъ вопросф. 

Первое число отъ начала 1, первое отъ кон- 
ца 64, сумма ихъ состоитъ изъ двухъ слагаемыхъ 
1 64—65. Если мы увеличимъ первое слагаемое 
на нЪсколько единицъ, то для того, чтобы сумма 
не изм$нялась, нужно второе слагаемое умень- 
шить на столько же единицъ. 

А, вфдь, именно это, и происходить въ томъ 
случаЪ, когда мы беремъ числа, одинаково от- 
стояшйя отъ начала и конца ряда. 

Въ дальнфйшемъ мы будемъ называть таюя 
числа дополнительными (другъ для друга). 

Расположимъ наши числа въ квадратЪ въ на- 
туральномз порядкЪ такъ, какъ это сдЪфлано на 
фиг. 6-й. 

Въ такомъ случа дополнительныя числа раз- 
м$стятся съ извЪстною правильностью. Возьмемъ, 
наприм$ръ, число 18; оно стоитъ въ третьемъ гори- 
зонтальномъ ряду сверху и во второмъ вертикаль- 
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номъ столби$ слЪва; его же дополнительное число, 
т,-е., 65 —18=47 лежитъ тоже въ третьемъ горизон- 
но снизу, и второмъ вертикаль- 
номъ, но сирава. Такая закономЪфрность остается 
справедливой и для любой пары другихъ допол- 
нительныхъ чиселъ. 

Нетрудно видЪть, что числа, расположенныя 
въ дагональномъ ряду: 1, 10, 19,... 64, и взятыя 
попарно представляютъ собою дополнительныя 


тальномъ ряду, 


1 | О 
9 | ое | 34| 15| 16 
ГИ | 18 | 19| 20| 21| 22 | 23 | 24 
25 | 26 | 97 | 28 | 29| 30| 31| 32 
33 | 84 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39 | 40 
41 | ча | 43 | 44 | 45 [46 | 47| 48 
49 | 50 | 51 | 52 | 58 | 54| 55 | 56 
57 | 58 | 59 | 60 | 61| 62 | 63 | 64 
Фиг. 6. нь 


числа: (1- 64), (10--55) и т. д. Каждая пара 
дополнительныхъ чиселъ даеть сумму 65, а та- 
кихъ паръ въ этомъ ряду четыре, слЪдовательно, 
сумма чисель дагональнаго ряда==65.4 = 260. 
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"То. же самое. можно сказать и о другомъ даго- 
нальномъ рядЪ: 8, 15, 22,....57. Онъ также 
состоить изъ четырехь паръ дополнительныхъ 
чиселъ, и сумма ихъ будетъ равна также 260. 
Замфтимъ, что именно это число мы нашли уже 
нЪсколько ранфе, когда вычисляли величину по- 
стоянной суммы для любого изъ рядовъ будущаго 
«магическаго» квадрата. 

Но нашъ квадрать (фиг. 6) далеко еще не 
можеть быть названъ «магическимъ», такъ какъ 
сумма его чиселъ в5 горизонтальныхь и вертикаль- 
ныхз рядахъ не есть постоянная величина. 

Полробуемъ сравнить верхй и нижьй гори- 
зонтальные ряды. Первый состоитъ изъ чиселъ 
оть 1 до 8, второй изъ чиселъь отъ 57 до 64. 
Понятно, что сумма чиселъ перваго ряда много 
меньше суммы второго. Оба ряда состоятъ изъ 
8 паръ дополнительныхъ чиселъ: 1 и 64, 2 и 63 
и т. д., слБдовательно, сумма обоихъ рядовъ = 
— 65 Х 8=520. Каждыя два числа верхняго и 
нижняго ряда, лежацшйя въ одномъ и томъ же 
вертикальномъ столбцЪ, им$ютъ разность, равную 
56=57—1=58—2 и т. д. Очевидно, что сумма 
верхняго ряда меныше суммы нижняго на: 


56 Х 8 = 448. 
Если мы перенесемъ как!я-либо четыре числа верх- 
няго ряда внизъ, а числа нижняго ряда, лежация 
въ тЬхь же вертикальныхъ столбцахъ, —вверхъ, то 
мы увеличимъ сумму верхнихъ чиселъ на 


56 Х 4 = 224 
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и уменыпимъ на столько же сумму нижнихъ чи- 
селъ; другими словами, теперь суммы верхняго и 
нижняго ряда станутъ равны между собой, при чемъ 
каждая изъ нихъ будетъ равна 55° —260. ТБ же 
разсуждевя примфнимы и для другихъ горизон- 
тальныхъ рядовъ, занимающихъ одинаковыя мЪста 
сверху и снизу; напримЪръ, мы то же самое имфемъ 
право сдЗлать съ числами второго сверху и вто- 
рого снизу ряда, третьяго сверху ряда и третьяго 
снизу и т. д. 

Если мы каждую такую пару рядовъ заставимъ 
помфняться половиной своихъ чиселъ, то полу- 
чимъ квадратъ, горизонтальные ряды котораго 
будуть давать суммы, равныя между собой. Но 
при такомъ перем$щен!и чиселъ, каждое изъ нихъ, 
лежащее въ какомъ-нибудь вертикальномъ столб- 
цЪ, въ немъ же и останется, и, слфдовательно, 
вышеупомянутое перемфщене совершенно не от- 
разится на суммахъ чиселъ вертикальныхъ столб- 
повъ. Теперь намъ остается достигнуть того, что- 
бы суммы чиселъ въ вертикальныхь рядахъ стали 
также равны тому же постоянному числу, т.-е., 260. 

Въ первоначальномъ квадратЪ (см. фиг. 6) суммы 
чиселъ вертикальныхъь рядовъ не равны между со- 
бой. Относительно нихъ можно сказать то же 
самое, что было только что сказано о горизон- 
тальныхъ строкахъ. Первый столбецъ слЪва и пер- 
вый справа состоять изъ 8 паръ дополнитель- 
ныхъ чиселъ, слфдовательно, сумма обоихъ = 
=65:8=520. Однимъ словомъ, сумма каждой па- 
ры столбцовъ, занимающихъь одинаковыя мЪста 
слЪва и справа, будетъ равна 520, какъ это было 
и съ горизонтальными рядами. Если мы каждую 
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такую пару столбцовъ заставимъ помфняться по- 
ловиной своихъ чиселъ, лежащихъ въ одинако- 
выхъ горизонтальныхъ рядахъ, то сумма каждаго 
изъ вертикальныхъ столбцовъ будетъ равна 
о 260. Ранфе, перемфшая числа только въ вер- 
тикальномъ направлени, мы уравнивали суммы 
горизонтальныхъ строкъ, а теперь, наоборотъ, 
произведя так!я перестановки только въ горизон- 
тальномъ направлени, мы уравняемъ суммы вер- 
тикальныхъ столбцовъ, конечно, при условии, если 
каждая пара рядовъ будеть обмфниваться лишь 
половиною своихъ чиселъ. 

Итакъ, для полученя «магическаго» квадрата 
намъ надо одновременно перемфстить числа какъ 
въ томъ, такъ и въ другомъ направленш. Отсюда 
ясно, что, если два числа становятся одно на мф- 
сто другого, то каждое изъ нихъ должно пере- 
ходить какъ въ новый горизонтальный рядъ, такъ 
и въ новый вертикальный столбецъ. Но въ такомъ 
случа$ удобнве всего заставить мФняться мЪстами 
дополнительныя числа, такъ какъ каждыя два изъ 
нихъ помфщаются въ различныхъь строкахъ и 
столбцахъ квадрата (см. фиг. 6). Такое перем$- 
щене имфеть еще ту выгоду, что числа, лежация 
въ дагональныхъ рядахъ, въ нихь же и оста- 
нутся, а это очень желательно, такъ какъ даго- 
нальные ряды, какъ мы видфли выше, уже даютъ 
постоянную сумму, равную 260. Само собой ра- 
зумФется, что въ указанныхъ перемфщешяхъ уча- 
ствуютьъ не всф дополнительныя числа, а только 
половина ихъ. 

Какую же именно половину дополнительныхъ 
чиселъ слБдуетъ избрать для перемфщен!й, чтобы 
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въ конц конповъ получить «магический» ква- 
дратъ? 


Для выясневя этого вопроса лучше всего раз- 
смотрЪть простЬйцИЙй случай, т.-е., квадратъ съ 
16-ю клфтками. 


Такой квадратъ содержитъ 16 чиселъ, изъ ко- 
торыхъ восемь должны помфняться мЪстами. Число 
чиселъ, помбщающихся въ дагональныхъ рядахъ 
какъ разъ равно 8, и они представляютъ собою 
четыре пары дополнительныхъ чиселъ. Если взять 
именно эти четыре пары чиселъ для перем$щенйя, 
то, окажется, что всБ условя для полученя «ма- 
гическаго» квадрата будуть соблюдены: числа, 
лежация въ дагональныхъ рядахъ, въ нихъ же и 
останутся, и каждые два горизонтальные или вер- 
тикальные ряда помфняются половиной своихъ 
чиселъ (см. фиг. 7). 


Фиг. 7. 


Не мЬшаеть замЪтить, что мы могли бы для 
составлевя «магическаго» квадрата воспользовать- 
ся другими четырьмя парами дополнительныхъ чи- 
селъ (5), не лежащихъ въ дагональныхъ рядахъ. 
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Всяю квадратъ съ «дважды четнымъ» числомъ 
клфтокъ мы можемъ свести къ квадрату съ 16 
клЪтками, раздфливъ его на 16 равныхъ участковъ 
и заставивъ помфняться мфстами дополнительныя 
числа, лежапия въ участкахъь а (или 6)*). По- 
ступая такимъ образомъ съ квадратомъ изъ 64 клЪ- 


64 | 62|] 314 


< 
ем 
© 
© 
* 


56 | 55 | п | 12 | 13 | 14 | 50 | 49 

17 | 18 | 46 `45 44 | 43 | 23 | 24 
` 25 26 | 38 27 | 36 | 35 | 31| 32 
38 | 34 | 30| 29] 28| 27 | 39 | 40 

41 | 42 | 22 | 21| 20| 19 | 47 | 48 

16 | 15 | 51 | 52 | 583 | 54 10| 9 

8 7 | 59 | 60 | 1 —в2 | 2 1 
ЕЕ ВЕРЕН КО ЕНВННЫ Г 


токъ (см. фиг. 6), мы въ конц$ концовъ получимъ 
«магическйй» квадратъ, изображенный на фиг. 8-Й. 
(Участки а и ® очерчены жирными лин ями). 


*) Въ квадратБ съ 16 клфтками каждый участокъ а (или Ь), со- 
стоить изъ одной клфтки; въ квадрат же съ большимъ числомъ 
клЪтокь (напр. съ 64, 144, 256, 400 и т. д. клфтками) каждый изъ 
16-ти участковъ, очевидно, долженъ состоять изъ нфсколькихъ клЪ- 
токъ (напр.: изъ 4, 9, 16, 25 и т. д. клЪтокъ). 
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Какь мы уже сказали выше, описанный ме- 
тодъ годится только для составленя квадратовъ 
съ «дважды четнымъ» числомъ клфтокъ. 

БолЪе общую теор!ю «магическихъ» квадратовъ, 
съ четнымъ числомъ кл$токъ, равно какъ и тео- 
раю боле сложныхъ случаевъ «магическихъ» ква- 
дратовъ, когда постоянной остается не сумма чи- 
селъ, а ихъ произведен, мы, въ виду трудности 
этихъ вопросовъ, здЪсь не помфщаемъ. 

Въ этомъ нфть никакой необходимости, такъ 
какъ мы имЪфемъ въ виду не научить читателя 
составленю хкакихь угодно «магическихъ» квад- 
ратовъ, а просто показать могущество математики 
даже въ такихъ случаяхъ, когда, по мнфн!ю мно- 
гихъ людей, жившихъ, правда, задолго до наше- 
го времени, чудесное и неожиданное объяснялось 
исключительно могуществомъ судьбы, волшебства 
ит. п. 
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Въ предыдущшемъ отдфлЪ читатели познакоми- 
лись съ теорей составлен!я «магическихъ» квад- 
ратовъ. Присматриваясь къ свойствамъ чиселъ, 
изъ которыхъ состоятъ «магическе» квадраты, 
мы установили нфкоторые законы, которымъ, какъ 
оказалось, подчинены эти числа. НапримЪръ, намъ 
нужно было узнать, какёя числа слЪдовало поста- 
вить по угламъ «магическаго» квадрата съ шестью 
клЬтками, четныя или нечетныя. Для этого мы 
разсмотрфли свойства суммы трехъ чиселъ, состоя- 
щей изъ двухъ четныхъ и одного нечетнаго числа, 
и нашли вполнф опред$ленный отвфтъ на нашъ 
вопросъ (см. стр. 12). ВсБ остальные выводы 
также были основаны на свойствахъ чиселъ, а, 
потому, въ данномъ случаЪ, если мы и можемъ 
примЪфнить назван!е «магические», то, во всякомъ 
случаЪ, не къ квадратамъ, а юз самимь числамь. 

Въ виду всего сказаннаго мы и намфрены сей- 
часъ побесфдовать съ нашими читателями исклю- 
чительно о числахь и нфкоторыхъ, иногда весьма 
любопытныхъ ил свойствахз. 

Задумывались ли вы, читатель, когда-нибудь, надъ 
такими вопросами: «что такое число»? что значитъ 
«считать»? кто изобр$лъ числа? Если бы вамъ пред- 
ложили так!е вопросы,то вы, вЪроятно, отвЪтили бы, 


Библиотека Ма{педи.Ви В ф$:/Лмилм.та{педи.ги 


Аменицкий Н. Н. Магические квадраты. Арифметические курьезы. — 1912 36 
— 36 — 


что считать васъ начали учить родители или кто-ни- 
будь изъ старшихъ, а т научились этому отъ сво- 
ихъ родителей и т. д.; тоть же, кто впервые доду- 
мался до «счета», былъ какой-нибудь очень древ- 
ний человЪкъ и, можеть быть, очень извЪстный 
ученый. Такъ думаютъ очень мноше, но это 
вовсе не соотвфтствуетъ дЪйствительности. Вы, 
можетъ быть, очень удивитесь, если вамъ скажутъ, 
что считать вы научились сами, раньше, чЪмъ 
васъ стали учить этому, даже раньше, чЪмъ 
вы начали говорить. ВФдь вы, не зная еще назва- 
ный чиселъ, уже умфли подмЪчать разницу между 
одним и двумя предметами; слфдовательно, вы 
еще съ самаго ранняго дЪтства привыкли обра- 
щать вниман!е не только на форму, цвфтъ и дру- 
гия качества предметовъ, #0 и на число их. 
Если вамъ тогда, шутя, предлагали на выборъ 
одинъ или два сладкихъ пирожка, то ваши руки, 
вЪроятно, тянулись за двумя, и если вамъ да- 
вали только одинъ пирожокъ, а вашей сестрЪ два, 
то вы, навфрняка, выражали свой протестъ энер- 
гичнымъ крикомъ и ТЪмъ самымъ доказывали 
свои высокЯя математическя способности. Правда, 
тогда ваше умфнье считать не простиралось далЪе 
чиселъ 3 или 4, но, вЪдь, вы были очень молоды! 
Когда же вы стали немного постарше, васъ начали 
учить называть большя числа; но, если бы этого 
не случилось, то вы научились бы считать и сами, 
выдумали бы свои названя чиселъь и даже изо- 
брЪли бы каке-нибудь «счеты», воспользовавшись, 
для этого, напримЪръ, своими собственными руками. 
Но имфть способность дфлать что-нибуль, еще 
не значить умфть дфлать это хорошо. Ёсли бы 
насъ не учили считать, то мы, какъ сказано выше, 
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научились бы этому сами, но, вЪроятно, считали бы 
очень плохо. Человфчество, за время своего суще- 
ствован1я, прилежно занималось ариеметикой, и, 
поэтому, въ искусств$ счета мы далеко ушли отъ 
нашихъ предковъ. Намъ не нужно было—какъ 
это сейчасъ мы выяснили —изобрЪтателей чиселъ 
и счета, но намъ были необходимы хороше учи- 
теля-математики, и, несомнЪфнно, исторйя культуры 
человфчества способна насчитать ихъ немало. 

Какъ же считали наши предки и первобытные 
люди, живийе задолго до Р. Х.? 

Прямо отвФфтить на этотъ вопросъ мы не мо- 
жемъ, такъ какъ объ этомъ не сохранилось очень 
мало данныхъ, но съ увфренностью можно ска- 
зать, что считать люди научились ранфе, чЁмъ 
писать. УбЪдиться въ справедливости этого нетруд- 
но, если обратиться къ совершенно дикимъ 
племенамъ, которыя стоять почти на одинаковой 
ступени развийя съ первобытными людьми. 

ИндЬйцы Таманаки считаютъ при помощи не 
только пальцевъ на рукахь (какъ это дфлали, 
вЪроятно, и вы, читатель), но даже пользуются 
и ногами. Когда нужно сказать «одинъ», индЪйцы 
говорятъ «палецъ» и, для наглядности, показы- 
ваютъ его, «два»—это «два пальца», и такимъ 
образомъ до «пяти»; вмфсто «пяти» они гово- 
рятъ «рука». Пересчитавъ пальцы на одной рукЪ, 
они принимаются за другую, такъ что, напри- 
мЪръ, число «шесть» выражается уже цфлой фра- 
зой: «палецъ на другой рукЪ», «семь» — «два паль- 
ца на другой рукф», «десять»—«двЪ$ руки». Но 
вотъ оказывается, что рукъ не хватаетъ, и при- 
ходится обратиться за помощью къ ногамъ. Ин- 
дЪфецъ выставляетъ ногу и говоритъ «палецъ на 
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ногБ», это значитъ «одиннадцать», «два пальца 
на НОГЪ»,—«двЪфнадцать», «палецъ на другой но- 
г5»— «шестнадцать»; «двадцать» же будетъ ничто 
иное, какъ «человЪкъ». 

Когда весь «челов$къ» использованъ, а счетъ 
еще не конченъ, то, очевидно, необходимо при- 
звать на помощь другого челов$ка. Такимъ обра- 
зомъ, «палець на рукЪ другого человфка» будетъ 
означать «двадцать одинъ», «палецъ на другой 
рук другого человЪка» — «двадцать шесть», «два 
человфка»—«сорокъ» и т. д. 

Какъ видите, читатель, индЪйская «ариемети- 
ка» отличается большой сложностью, и, пользу- 
ясь ею, считать болфе или менфе большия числа, 
если не невозможно, то очень трудно. ДЪло вътомъ, 
что при такомъ счет приходится пользоваться 
только тремя числительными, а именно: два, тири, 
четыре; одинъ, пять и двадцать дикари выра- 
жаютъ еще довольно коротко: «палецъ», «рука», 
«человЪкЪ»; вс же остальныя числа они должны 
выражать цфлыми фразами. Итакъ, слБдующимъ ша- 
гомъ для усовершенствован!я ариеметики должно 
было быть изобрЪтене «числительныхъ именъ», 
т.-е., особыхъ, краткихъ названий для чиселъ, а такъ 
какъ число чиселъ—безконечно велико, то ясно, 
что невозможно выдумать особое назван!е для 
каждаго числа, и приходится раздфлять всякое 
число на классы и найти способъ выражать ка- 
ждое число при помощи назвае!й классовъ и не- 
многихъ числительныхъ именъ. 

ИзобрЪтателемъ этихъ назвай былъ не какой- 
нибудь отдфльный человЪфкъ, а цфлые народы, 
при чемъ назван!я создавались однимъ народомъ, 
другимъ усваивались и измфнялись, пока не сдф- 
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лались такими, какими мы ихьъ теперь знаемъ. 
Руссюе, нЪмцы, французы, индусы, греки и др. 
народы Европы и Азши могуть считаться какъ- 
бы сыновьями одного отца-народа, жившаго въ 
глубокой древности въ Индостанф, который и 
можеть считаться родиной какъ всЪфхъ языковъ, 
такъ и письменнаго или устнаго счисленя. 

Для того, чтобы умБть выражать любое число 
при помощи немногихъ числительныхъ именъ, 
нужно, какъ мы уже сказали выше, раздЪлить 
число на классы. 

Какъ же это дфлается? 

Мы считаемъ единицами до десяти, десятками 
до сотни, сотнями до тысячи и т. д. 

Въ этомъ способЪ счета, или, какъ говорятъ, 
«систем счислен!я», большую роль играетъ число 
десять. Тысяча состоитъ изъ десяти сотенъ, сот- 
ня— изъ десяти десятковъ, десятокъ-—изъ десяти 
единицъ. Поэтому наша «система счисленйя» и на- 
зывается десятичною. 

Но почему это число десять заняло такое вид- 
ное положеше, нЪтъ ли въ немъ чего-нибудь «ма- 
гическаго»? 

ДЪло объясняется довольно просто: наши пред- 
ки считали при помощи пальцевъ, а двЪ руки им$- 
ють десять пальцевъ, отсюда и происходитъ счетъ 
десятками. 

Но на одной рукЪ, вфдь, пять пальцевъ, зна- 
чить можно было бы считать и иятжками, т.-е., 
при помощи такъ называемой «пятеричной» си- 
стемы счисления. 

Если бы мы вздумали производить ариемети- 
ческя дЪфйствя по этой систем$ счисленя, то 
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получилась бы довольно странная (конечно, на 
первый взглядъ) картина. 

Начать съ того, что въ такомъ случаЪ мы рас- 
полагали бы не десятью цифрами, какъ при де- 
сятичной системЪ счисленя, а иолько слЪдующи- 
ми иятью: 0, 1, 2, Зи 4. Цифра «5» (а тфмъ 
боле и всБ остальныя цифры) теперь теряютъ 
всякое значене, такъ какъ иять единицъ любого 
разряда уже составляютъ одну единицу высшаго 
разряда. 

Сами дЪйствя съ числами, написанными по «пя- 
теричной» систем счисленя, производились бы 
слБдующимъ образомъ: 


Сложение. 


№ 1 
20134 
+ 42423 


113112 


4 единицы да 3 единицы даютъ 7 единицъ, ко- 
торыя образуютъ одинъ иятокз (который мы 
относимъ къ слфлующему высшему разряду) и 
двЪ единицы, которыя и подписываются подъ чер- 
тою. Точно такимъ же образомъ складываются 
единицы и сл5дующихъ разрядовъ. 


Вычитание. 
12032 
4123 
2404 
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Такъ какъ изъ 2 единицъ нельзя вычесть 
3 единицы, то мы «занимаемъ» одну единицу слф- 
дующаго высшаго разряда, состоящую изъ пяти 
единицъ (простыхъ) и, присоединивши ее къ имЪю- 
щимся въ уменьшаемомъ 2 единицамъ, будемъ 
вычитать 3 единицы изъ 7. Продолжая разсуждать 
ракимъ образомъ и дальше, мы получимъ раз- 
ность 2404. 

Замфтимъ, между прочимъ, что мы не имфемъ 
права читать это число (равно какъ и всЪ друпя, 
написанныя по «пятеричной» системЪ) такъ: «двЪ 
тысячи четыреста четыре единицы», такъ какъ 
здфсь мы имфемъ дЪло не съ десятками, сотнями 
и тысячами, а съ группами, содержащими или 5 
единицъ, или 5', т.-е., 25 единицъ, или 5*, т.-е., 
125 единицъ. 

Само собой разумЪется, что если бы вы, или 
кто-нибудь другой, стали бы просматривать выше- 
приведенныя «сложене» и «вычиташе», не сира- 
вившись о томз, по какой системь счислешя 
производились эти дьйствя,—то, навфрное, вы 
съ негодованйемъ перечеркнули бы и то и другое, 
такъ какъ несообразнЪе. того, что 4--3=2, или 
12—3==4, трудно что-нибудь придумать. 

«Пятеричная» система счислен!я, повидимому, бо- 
лЪе древняго происхожден!я, чфмъ десятичная, и 
встрФчается она, напримфръ, у феллаховз и у н$ко- 
торыхъ индЪйскихъ племенъ. Кромф этихъ двухъ си- 
стемъ можно вообразить себЪ много и другихъ и 
намеки на нихъ встрЪчаются у насъ и теперь. Въ 
нфкоторыхъ случаяхъ мы прибЪфгаемъ къ счету 
дюжинами, двЪнадиать дюжинъ соединяемъ въ 
«гроссъ», двфнадцать «гроссовъ» — въ «массу»; 
это даетъ представлене о счетЪ по «двфнадцатирич- 
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ной» системЪ счисленая. Наконецъ, всБмъ извЪст- 
ное, старинное выражене: «въ МосквЪ перквей 
сорокъ сороковъ»,—представляеть собою намекъ 
на существоване такой системы счисленя, въ 
основан1е которой было положено число сорокъ. 

Вся наша ариеметика основана на свойствахъ 
десятичной системы счислешя, и вс наши пр!- 
емы дЬйстй примфнимы именно къ десятич- 
ной системЪ; будь у насъ другая система, намъ 
пришлось бы н$сколько изм$нить эти премы. 
Если намъ придется встрфтиться съ какими-ни- 
будь интересными группами чиселъ, какъ это бы- 
ло въ случаЪ «магическихъ» квадратовъ, или съ 
какими-либо любопытными дЪйстыями, о кото- 
рыхъ мы дальше будемъ говорить,—то не нужно 
забывать, что всБ они въ значительной мЪрЪ объ- 
ясняются свойствами принятой нами десятичной 
системы счисленйя. 

Мы удфлили достаточно внимая нашему спо- 
собу счета, и нужно сказать, что онъ вполнЪ за- 
служиваетъ этого: Привыкнувъ къ десятичной 
системЪ, мы смотримъ на нее, какъ на что-то очень 
простое, и немногимъ приходитъ въ голову мысль, 
что можно было бы считать какимъ-нибудь дру- 
гимъ способомъ. Недаромъ потребовалось такъ 
много вЪКовъ для того, чтобы появилась эта си- 
стема. ИзвЪстный математикъ Лаплась говоритъ 
по этому поводу слфдующее: «Мысль выражать 
всф числа 9-ю знаками, придавая имъ, кром$ зна- 
ченя по формЪ, еще значене по ихъ мЪсту, на- 
столько проста, что именно изъ-за этой простоты 
и трудно понять, насколько она удивительна. 
Какъ нелегко было придти къ этой методЪ— мы 
видимъ ясно на примЪфрБ величайшихъ гешевъ 
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греческой учености, Архимеда и Аполлон я, для 
которыхъ эта мысль осталась скрытой». 

Ариеметика всегда очень интересовала людей 
и не только потому, что ‘она—одна изъ практи- 
ческихъ, необходимыхъ человфку наукъ, но так- 
же и благодаря челов5ческой любознательности. 
Мноце философы древнихъ и среднихъ вЪковъ 
занимались не ариометикой вообще, а исключи- 
тельно числами и ихъ свойствами. 

Такя изслфдованя, конечно, имфють свой 
смыслъ, но древе философы, настроенные ми- 
стически, часто доходили въ своихъ разсужденяхъ 
до курьезныхъ выводовъ. Такъ, напримЪфръ, /1и- 
вагорз и его ученики пользовались, числомъ 36, 
какъ торжественной формулой клятвы. 

Почему? Да просто потому, что число это пред- 
ставляетъ собой сумму первыхъ четырехъ четныхъ 
и нечетныхъ чиселъ: 36=1 3-5 7-2-4- 
6-8. 


Пиеагорейцы даже пытались представить себъ 
м:ръ посредствомъ чиселъ. ДЪлали они это такъ: 
духъ есть начало всего, а единица начало счета; 
значитъ, единица—это духъ.Изъ единицы проис- 
ходить двойка, а духъ рождаетъ материю; оче- 
видно, что двойка и частица матер!и, это одно и 
то же. 


Мертвую матерю нужно оживить, или оду- 
хотворить, а это можно сдфлать, прибавивъ къ 
ней символъ духа, или единицу. Итакъ, три—это 
живая матеря. Живой м!ръ илюсз единица даютъ 
цфлое, т.-е., видимое и невидимое, и оно равно четы- 
ремъ. Если взять 12-34 =10, то все, что толь- 
ко можно себЪ представить, будетъ содержаться въ 
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десяти, поэтому древн!е такъ и говорили «десять— 
это все». 

Не одни пиеагорейцы занимались такими «глу- 
бокомысленными» вопросами, но и мноЦе друме 
мыслители разрЬшали подобные вопросы такимъ 
же оригинальнымъ образомъ. Какъ вы думаете, 
читатель, почему Моисей и Илья постились с0- 
рокз дней? Оказывается, потому, что сорокъ состо- 
итъ изъ четырехъ десятковъ, а это обозначаетъ вре- 
менную жизнь, такъ какъ четыре, по мнфню рЪ- 
шавшихъ эту задачу, было символомъ времени, 
а десять-—символомъ Бога и Его творенй. Въ 
одномъ изъ сочннеый Алькуина, современника 
Карла Великаго, встр$чается любопытное разр$- 
шен1е такого вопроса: почему Св. апостолъ Петръ 
поймалъ именно 153 рыбы? Алькуинъ видитъ от- 
въть на этоть вопросъ въ томъ, что число 153 
есть сумма чиселъ натуральнаго ряда: 1, 2, 3,...17. 
ДъЪиствительно: 


124344454 6--7--8-- 9 + 10411412413 
4144154164 17=153. 


Но почему въ составъ этой суммы должны вхо- 
дить именно 17 слагаемыхъ? Это остается, конеч- 
но, невыясненнымъ. 

Такихъ примфровъ можно привести немало, но 
мы, чтобы не утомлять читателя, покончимъ съ 
ними и перейдемъ къ дЬйстыямъ надъ числами 
хотя и не столь философскаго характера, но все же 
довольно любопытнымъ и постараемся дать не 
пиеагорейскя, а разумныя объяснев!я, какъ мы 
сдфлали это съ «магическими» квадратами, и какъ 
слфцуетъ это дфлать со всфБмъ ТЬмЪъ, что намъ 
не ясно. 
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Возьмите очень легко запоминаемое число 
12345679 и помножьте его на 9. Умножаемое 
число состоитъ изъ вс5хъ цифръ, за исключе- 
немъ 8 и 0, а произведене будетъ изображаться 
только единицами— 111111111. Если вы будете 
умножать то же число 12345679 послфдовательно 
на 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, то вы получите не 
менфе любопытные результаты. Вотъ первые три 
изъ НИХЬ: 222222222, 333333333, 444444444; 
остальные же, какъ, вфроятно уже догадался чи- 
Татель, будутъ состоять изъ одной и той же 
какой-нибудь повторяющейся цифры: пятерки, 
шестерки и т. д. до девяти. Не правда ли, стран- 
ные результаты! Съ одной стороны всевозможныя 
цифры, а съ другой — какая-нибудь одна, повто- 
ряющаяся н$сколько разъ цифра. Но если вдуматься 
немного, то ничего страннаго здфсь не окажется. 
Въ учебникахъ ариеметики имфется доказательство, 
(мы не будемъ приводить его) того,что, если сумма 
цифръ какого-нибудь числа длится на девять, 
то и само число раздБлится на девять. НапримЪръ, 
2--3{4--9=18, сумма цифръ 18=9.2, поэтому 
число 2349, равно какъ и всякое другое число, 
состоящее изъ тфхъ же четырехъь цифръ, но 
расположенныхъ въ другомъ порядкЪ, дБлится на 
9 безъ остатка. Можетъ ли число, изображаемое 
только единицами, быть кратнымъ девяти, т.-е., 
получаться отъ умножешя н$котораго числа на 9? 
Конечно, можетъ, но оно должно изображаться 
по крайней мЪрЪ девятью единицами. Итакъ, 
появлен!е перваго произведевйя 111111111 стано- 
вится теперь уже боле понятнымъ. 

Остальныя же произведешя получаются отъ 
умножен1я того же начальнаго числа 12345679 
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на (18, т.-е., на9Ж2,) на 27 (т.-е.,9 ЖЗ), на 36 (т.-е., 
9х4) и т. д. Такь какъ мы увеличиваемъ мно- 
жителя вдвое, втрое и т. д. ло девяти, то 
и произведеве будетъ увеличиваться во столько 
же разъ. Понятно, что, если первое произведе- 
не изображается только единицами, то второе, 
вдвое большее, будетъ изображаться только двой- 
ками, третье—тройками и т. д. 

Попробуемъ теперь брать отъ числа 123456789, 
очень похожаго на то, которымъ мы до сихъ 
поръ пользовались, послЪдовательно первыя двЪ, 
три и т. д. цифры, и умножать получаюцияся чи- 
сла на 9, а къ произведен!ямъ прибавлять 3, 4...10. 
Въ результат такихъ дЪйствий мы, какъ увидитъ 
читатель изъ помфщаемой ниже таблицы, будемъ 
получать весьма однообразныя числа: 


12Ж9+ 3=111 
123 Ж9-4 4=1111 
1234 Х9-- 5=11111 
12345Ж9-+- 6=111111 
123456 %Х9-- 7=1111111 
1234567 Ж9- 8=11111111 
123456789 9=111111111 
123456789 %9-+10=1111111111 


Объяснить это явлеше можно приблизительно 
такъ же, какъ и въ предыдущемъ случаЪ, но мы, 
чтобы не утомлять читателя, позволимъ себЪ опу- 
стить это объясненше и перейдемъ къ другимъ 
вопросамъ подобнаго же характера. 

Если бы мы взлумали послфдовательно дф- 
лить число 2519 на 2, на 3, на 4, на 5, на 6, 
на 7, на 8 и, наконецъ, на 9, то обнаружилась 
бы интересная особенность этого числа: при ка- 
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ждомъ изъ этихъ дфленй въ остаткЪ получается 
неизм$нно единица. Дфло объясняется очень про- 
сто. Если мы имфемъ два какихъ-нибудь числа, 
то мы легко можемъ найти третье число, дфля- 
щееся безъ остатка на любое изъ данныхъ двухъ. 
НапримЪръ, если мы имЪемъ числа 5 и 6, то ихъ 
произведеше, т.-е. число 30, должно длиться и 
на 5, и на 6. Этотъ законъ остается, конечно, 
справедливымъ и для трехъ, четырехъ и вообще 
какого угодно числа данныхъ чиселъ. Если же 
мы нашли для н$фсколькихъ чиселъ кратное имъ 
и прибавили къ нему единицу, то, конечно, при 
дЪлеши этого числа (найденнаго кратнаго--1) на 
любое изъ данныхъ чиселъ, въ остаткЪ будетъ 
непрем$нно получаться единица. А, вЪдь, нетрудно 
УбЪдиться въ томъ, что число 2519, уменьшен- 
ное на 1, есть число кратное 5, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
Читатель, внимательно прочитавиий такое раз- 
суждене, конечно, безъ труда рФшитъ задачу, 
надъ которой ломали головы наши дфдушки. Эта 
старинная задача предлагалась въ такомъ видЪ: 
«Пришелъ хрисиянинъ въ торгъ и принесъ лу- 
кошко яицъ. И торговцы его спрошали: много 
ли у тебя въ томъ лукошкЪф яицъ? И хрисия- 
нинъ молвилъ имъ тако: язъ, господине, всего 
не помню на перечень, сколько въ томъ лукошкЪ 
яицъ; Только язъ помню: перекладывалъ язъ ть 
яйца въ лукошко по 2 яйца, ино одно яйцо лиш- 
нее осталось на земли, язъ клалъ въ лукошко по 
3 яйца, ино одно же яйцо осталось, и язъ клалъ 
по 4 яйца, ино одно же яйцо осталось, и язъ 
клалъ по 5 яицъ, ино одно же яйцо осталось, и 
язъ ихъ клалъь по 6 яицъ, ино одно же яйцо 
осталось и язь клалъ по 7 яицъ ино все по се- 
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му пришло. Ино, сколько яицъ въ томъ лукош- 
кБ было, сочти ми? (Отвьтз 421 яицо). 

Для того, чтобы дальнфйшее было понятно 
даже для т$хъ читателей, которые еще не усп$- 
ли познакомиться съ началомъ алгебры, мы дол- 
жны сказать нфсколько словъ объ одномъ изъ 
математическихь дЪйстый, называемомъ возведе- 
шемь в5 степень. 

Если вы множите какое-нибудь число само на 
на себя, наприм$ръ, 3Ж3, то вы можете обозна- 
чить результатъ этого дЪйствя такъ: 3*, при чемъ 
двойка, стоящая наверху справа, указываетъ на 
то, что число 3 берется множителемь два раза, 
и называется иоказателемь степени. Если бы вы 
взяли произведене изъ трехъ троекъ: 3Ж3ЖЗ, 
то это возможно записать короче такимъ образомъ: 
3; произведеше четырехъ троекъ: 3х3 ЖЗ Ж3=3* 
ит. д. Если вамъ, вообще, говорятъ: «возведите 
число 5 въ шестую степень», то это значитъ, что 
вы должны найти произведене шести пятерокъ: 
БЖЖ5Ж5Ж5Х 5=5". 

Перейдемтъ теперь къ разсмотрфню н$которыхъ 
частныхъ случаевъ возведеня въ степень. Любо- 
пытные результаты даетъ, напримЪръ, число один- 
надцать при возведен1и его въ различныя степени. 
Напримфръ, при возведенши во вторую степень 
(или, какъ говорятъ, в5 квадратз) мы имЪемъ: 
11% 11=11*=121, въ третью степень (или 65 
кубъ): 11Ж11Х 1Ж==113=1331, въ четвертую 
степень: 11Ж11Ж11Х 11=11‘=14641. Если мы 
возьмемъ вторую степень числа 11, т.-е. 121, и 
сложимъ сначала первую и вторую цифры (1--2==3,) 
а затЬмъ вторую и третью цифры (2-1=3), то 
получимъ двБ тройки, т.-е. какъ разъ т цифры, 
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которыя стоятъ въ середин$ числа 1331, предста- 
вляющаго собою третью степень одиннадцати. 
Подобнымъ образомъ мы поступимъ и съ чи- 
сломъ 1331: сложимъ его первую цифру со второй: 
1--3=4, вторую съ третьей: 3-3=6 и третью 
съ четвертой: 3--1=4. Получаемъ три цифры 


— 


[522 
— 


> 
-- 
< 
[5 
> 
— 
Г 
> 
— 


7 |121 | 35 | 35 | 21| 7 1 


Фиг, 9. 


4,6,4, которыя стоять въ серединф числа 14641, 
т.-е., четвертой степени одиннадцати. Распростра- 
няя этотъ законъ составлен!я степени числа 11 и 
на всБ послфдующе случаи, мы можемъ соста- 
вить слфдующую, довольно любопытную таблицу: 
4 
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Разсматривая эту таблицу, легко замЪтить слЪ- 
дующее: 1) каждая изъ степеней числа 11 изобра- 
жается числомъ, которое начинается и кончается 
цифрой 1; 2) остальныя же цифры любого изъ 
этихъ чиселъ могутъ быть получены путемъ сло- 
женя двухъ чиселъ, изъ которыхъ одно стоить 
непосредственно #4д5 искомой суммой, а другое— 
рядомъ съ первымъ числомъ и при ТОМЪ 8180 
отъ него. 

Разсмотримъ, напримфръ, четвертую степень 11, 
т.-е., число 14641. 

Первая и послдняя цифры, какъ и у всхъ 
другихъ чиселъ, есть 1, вторая получается отъ 
сложен!я: 1--3==4, т.-е., первыхъ двухъ цифръ 
верхняго числа (1331), третья оть сложеня: 
3--3=6, т.-е., второй и третьей цифръ того же 
числа, четвертая—отъ сложения 3--1=4. 

Наверху нашей таблицы стоить однозначное 
число—1, вторымъ сверху будетъ двузначное—11, 
третьимъ —трехзначное 121 ит. д. 

Такимъ образомъ, шестое сверху число должно 
быть шестизначнымъ, но въ нашей таблицЪ$ оно 
изображается восемью цифрами. Объяснить это 
можно очень просто. 

Крайняя правая цифра этого числа, т.-е., 1, сто- 
ить на мфстБ единицъ, вторая (справа) 5 — на 
мБстБ десятковъ; число же сотенъ въ нашемъ 
числ равно 10; но десять сотенъ составляютъ 
тысячу, поэтому мы пишемъ на мЪстБ сотенъ 0, 
а къ числу тысячъ присоединяемъ еще одну, такъ 
что число тысячъ теперь будетъ 11, что состав- 
ляетъ одинъ десятокъ тысячъ и одну тысячу. 

Одну тысячу мы оставляемъ на ся мЪстЪ (чет- 
вертомъ справа), а къ числу десятковъ тысячъ 
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прибавляемъ единицу. На мЪстБ десятковъ ты- 
сячъ у насъ стояла цифра 5, а согласно сказан- 
ному, теперь число десятковъ тысячъ будеть 6; 
число же сотенъ тысячъ изображается по-преж- 
нему единицей. 

Все сказанное можно изобразить такъ: 


1 

50 
1000 
10000 
50000 
100000 


11°= 161051 


Итакъ, число, стоящее на шестомъ мЪстЪ сверху 
и представляющее собой пятую степень одиннад- 
цати, равно 161051. Подобнымъ же образомъ слф- 
дуетьъ поступать при получен!и всфхъ остальныхъ 
чиселъ нашей фигуры. 

Сама фигура, какъ читатель замтилъ, имЪетъ 
форму треугольника и, по имени великаго мате- 
матика, впервые составившаго ее, называется «ире- 
‘угольникомъ Паскаля». 

Замфтимъ вообще, что при изслБдован!и свойствъ 
чиселъ и соотношен!й между ними иногда въ высшей 
степени выгодно и удобно располагать эти числа 
въ видЪ треугольниковъ, квадратовъ и проч. 

Такой способъ излфдовашя очень облегчаетъ 
разсужден!е и дфлаетъ видимымъ то, что при дру- 
гихъ условяхъ пришлось бы иредставлять себЪ, 
а потому мы воспользуемся имъ не разъ въ на- 
шемъ дальнфйшемъ изложени. 

4* 
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Вамъ, быть можеть, приходилось наблюдать за 
полетомъ журавлей, стая которыхъ образуетъ тре- 
угольникъ. Впереди другихъ летитъь одинъ жу- 
равль, за нимъ два, потомъ три, четыре и т. д. 
Повидимому, отсюда и появилась у математиковъ 
давняго времени мысль выдфлять н5которыя числа, 
называя ихъ «треугольными». Такими числами 
являются: 1-+-2=3, 1--2--3=6, 14+2--3--4=10 
и т. д.; короче говоря, любое число птицъ, со- 
ставляющихъ треугольникъ, будетъ«треугольнымъ» 
числомъ. Таюя «треугольныя» числа, если чита- 
гель помнитъ, представляють собой суммы чле- 
новъ ариеметической прогреси съ разностью, 
равной единиц (см. стр. 19). 

Когда рфчь шла о «магическихъ» квадратахъ, 
мы доказали, что для того, чтобы найти сумму 
ариометической прогресси, нужно сложить пер- 
вый членз ея съ посльднимь и, умноживь полу- 
ченное число на число всъть членов, раздилить 
результать пополам; напримЪръ: 


1-2 О, 
(1+.9).9 
или: 1-23-45 6-78-45. 


Это —очень важное для насъ правило. Попро- 
буемъ не только понять его, но и убЪфдиться въ 
справедливости его слфдующимъ, весьма нагляд- 
нымъ способомъ. 

Посмотрите на фиг. 10-ую. Въ одной изъ ея 
частей А наверху имЪется одна клфтка, подъ ней 
двЪ, еще ниже три и т. д.; въ послфднемъ ряду 
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семь кл$токъ. Такимъ образомъ, участокъ А пред- 
ставляетъ собой треугольникъ, и число клЪтокъ 
въ немъ будетъь «треугольнымъ» числомъ, которое 
равно: 12-3 -4--5-6-7=28. Другая часть В 
представляетъ собой какъ-бы перевернутую часть А, 
съ ТЬмъь же числомъ клфтокъ. Такимъ обра- 


Фиг, 10. 


зомъ, вся наша фигура состоить изъ двухъ, рав- 
ныхъ по числу клфтокъ частей А и В. Фигура 
иметь 7 горизонтальныхъ и 8 (или 7-+-1) вер- 
тикальныхъ рядовъ; слЪдовательно, общее число 
клфтокъ равно 7Ж(7--1), а число клЪтокъ, содер- 
жащееся въ части А или В должно быть в9в0е 


7.(7-1 
меньше, т.-е., Е Воть теперь, вЪфроятно, чи- 
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татель не только понялъ вышеприведенное пра- 
вило, но и получилъ возможность видьть его. 


Если бы намъ нужно было найти сумму чи- 
селъ 1--2-3-4...... +999--1000, то наша фи- 
гура имБла бы уже не семь, а 1000 горизонталь- 
ныхъ рядовъ и не (7--1), а (10001) вертикаль- 
ныхъ рядовъ, а потому, сумма всфхъ чисель отъ 
1000Ж(1000--1 
Е. ия 
кимъ образомъ, теперь мы получили возможность 
быстро находить величину л4ю60го «треугольнаго» 
числа. 


1 до 1000 была бы равна 


Подобно «треугольнымъ» числамъ въ старину 
выдфляли еще особый видъ чиселъ, которыя на- 
зывались «квадратными». 


Подъ «квадратными» числами тогда разумфли 
вторыя степени послфдовательныхъ чиселъ; на- 
примЪръ: 1Ж1=1*=1, 2х%2=2*=4, 3Ж3=3'=9 
и т. д. Поэтому, теперь вмЪсто того, чтобы ска- 
зать «два во второй степени», говорятъ «два въ 
квадрат$» и т. д. 


Ч$мъ же объясняется встр5чающееся здЬсь вы- 
ражен!е «въ квадратБ»? Это теперь понять не- 
трудно. 


Допустимъ, что мы имЪфемъ квадратъ, у кото- 
раго какъ въ каждомъ горизонтальномъ, такъ и 
въ каждомъ вертикальномъ ряду имЪется по 2 
клфтки. Очевидно, что такой квадратъ содер- 
житъ всего: 2Х2—=2*=4 клБтки. Если бы въ 
каждомъ ряду было не по двф, а, скажемъ, 
по 5 клфтокъ, то общее число ихъ было бы 
5%5=5*=95. 
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Если бы мы предложили читателю найти «сум- 
му квадратовъ», напримЪ$ръ, двадцати послфдова- 
тельныхъ чиселъ: 


13-21-3414 5—.....90%, 


то онъ, вфроятно, началъь бы производить сна- 
чала возведене этихъ чисель во вторую сте- 
пень (въ квадратъ), а потомъ занялся бы сложе- 
вемъ полученныхъ двадцати чиселъ и, быть мо- 
жетъ, бросиль бы это неинтересное занят!е, не 
доведя вычислен!я до конпа. 

Попытаемся, примЪнивъ, такъ называемый, гра- 
фическй методъ, объяснить одинъ изъ сравни- 
тельно простыхъ способовъ вычислевя такихъ 
суммъ. Для этого разсмотримъ квадратъ (фиг. 11), 
состояпий изъ пяти горизонтальныхь и пяти 
вертикальныхъ рядовъ, другими словами, изъ 
25 клБтокъ. 


Въ немъ выдфлено еще четыре квадрата, очер- 
ченныхъ жирными лиями, число клфтокъ кото- 
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рыхъ таково: 1*=1; 2—4; 3%—9; 4*'—16. Мы 
видимъ, что для того, чтобы перейти отъ квад- 
рата съ одной клфткой (налфво вверху) къ квад- 
рату съ четырьмя клфтками, нужно къ единицЪ 
прибавить три: 1--3=4. Слдуюций квадратъ, 
съ девятью клфтками, получается, если къ четы- 
ремъ клфткамъ второго квадрата прибавить пять: 
4+5=9. Подобнымъ образомъ, прибавляя къ де- 
вяти семь (9--7=16), мы получаемъ уже квад- 
ратъ изъ шестнадцати клЪФтокъ, и, наконецъ, изъ 
него получается квадратъ съ 25 клЪтками, путемъ 
прибавлен!я девяти къ шестнадцати: 16--9=25. 
Какой же можно сдЪлать отсюда выводъ? 

Очевидно, что мы, прибавляя къ числу клф- 
токъ какого-нибуль квадрата нечетное число, по- 
лучаемъ число клБтокъ слфдующаго квадрата. 

Попробуемъ теперь написать два ряда чиселъ. 

Верхёй рядъ будетъ представлять собою числа 
кл5токъ, слЪдующихь другъ за другомъ квадра- 
товъ, а нижьШ будетъ показывать, какимъ обра- 
зомъ число клфтокъ одного квадрата получается 
изъ числа клЪтокъ предыдущаго: 


1—1 2—4 3—9 43—16 
1 13=4 (1-+3)-{5=9 (1-3 -5)-7=16 
51=25 


(1-+3+5-+7)+9=25. 


Если бы мы пожелали подсчитать сумму чи- 
селъ такого ряда: 1*+{-2°--3*--4*, то мы могли 
бы начертить четыре фигуры, изъ которыхъ пер- 
вая состояла бы изъ одной клтки, вторая изъ 
четырехъ (1-3) кл$токъ, третья изъ (1-3) 5=9 
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клфтокъ и четвертая изъ (1--3--5)-7=16 клф- 
токъ. Затфмъ, намъ пришлось бы подсчитать 
число клЗтокъ во всхъ фигурахъ. 

Ниже мы помфщаемъ здфсь всЪ эти фигуры 
(13—15). 


Фиг. 15. 


"Теперь построимъ изъ этихъ четырехъ фигуръ 
одну такъ, чтобы число клфтокъ въ ней было 


равно: 1*--2*--3*--4*. 
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Фигура 15-ая содержитъь въ своемъ нижнемъ 
ряду (обозначенномъ цифрой 1) 7 клБтокъ; за- 
тфмъ въ той же фигур$ и въ фигурБ 14-й 
имфется по одному ряду (2) изъ пяти клФтокъ. 
Въ фигурБ 13-й есть рядъ (3), состоящий изъ 


Фиг. 16. 


3-хъ клЬтокъ, и по такому же ряду имФется въ 
14-й и 15-й фигурахъ; итого такихъ рядовъ три. 
Наконецъ, наверху каждой фигуры помфшщается по 
клЪткЪ; если прибавить еще одну клЪтку, которая 
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изображена на фиг. 12-й, то всего мы будемъ 
имЪть четыре такихъ клфтки. ВсБ эти клЪтки 
совм5щены на нашей новой фигур 16-й. Ея 
нижняя часть (1) состоитъ изъ одного ряда въ 
7 клЬтокъ, часть (2) изъ двухъ рядовъ по 5 кл$- 
токъ, въ части (3) лежать три ряда по три клфт- 
ки и часть (4) состоить изъ четырехъ рядовъ 
по одной клЪткФ. 


Фиг. 17. 


Дополнимъ нашу фигуру до прямоугольника 
(см. фиг. 17). Для этого придется пристроить 
къ ней двЪ фигуры (слЪва и справа), изъ кото- 
рыхъ каждая будетъ содержать какъ разъ 2ио же 
число кльтокз, какъ и фигура 16-ая. 
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Слфдовательно, въ полученномъ прямоуголь- 
ник число клБтокъ будеть вирое болфе, чЪмъ 
въ нашей начальной фигурЪ, иными словами оно 
будетъ равно: 


(12-4-3144 хз. 


Попробуемъ найти законъ для опредфленя 
числа клфтокъ такого прямоугольника, 

Прежде всего замфтимъ, что ея горизонталь- 
ные ряды состоятъ изъ а -+4= (2х4) 1=9; 
клЬтокъ вертикальные же ряды (см. на середину 
фиг.) состоятъ изъ 1--2-+3--4; клФтокь но 


ааа ИА, 


какъ это мы уже знаемъ изъ предыдущаго. Если 
число клётокъ въ горизонтальномъ ряду мы по- 
множимъ на число клфтокъ въ вертикаль номъ, 
то, какъ извЪстно, мы получимъ число клЪтокъ 
во всемъ прямоугольникЪ; а если раздфлить по- 
лученное число на 3, то мы будемъ имфть число 
клЪтокъ средней фигуры; слБдовательно: 


2.41) х (4-1). 
С нЕ ры 


Но, скажетъ читатель, къ чему столько разсужде- 
ый и построений, когда все это можно найти про- 
стымъ 709счетомъ. Совершенно вЪрно, но сказан- 
ное было бы лишнимъ, если бы мы хот$ли найти 
сумму только четырехъ чиселъ: 1'--21--3*--4*. 

Намъ важенъ 858045, который мы теперь 
имфемъ право сдфлать. Вфдь если бы мы взду- 
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мали подсчитать сумму квадратовъ ста посл$до- 
вательныхъ чиселъ, то мы, навфрное, потратили бы 
на это много времени и труда. Теперь же для 
того, чтобы найти сумму чиселъ такого ряда: 


11-21434 51-6... 9911-1001, 


мы можемъ воспользоваться такимъ соображе- 
немъ: чтобы подсчитать сумму клфтокъ 8% че- 
тырехь квадратахъ, намъ нужно было 4 помно- 
жить на 2 и къ произведеню прибавить еди- 
нипу; полученное такимъ образомъ число мы 
умножали на произведене: (4--1).4 и резуль- 
тать дфлили сначала на 2, а потомъ на 3, т.-е., 
въ общемъ на 6. 

Если бы мы имфли дЪфло не съ 4 квадратами, 
а съ цБлой созиней ихъ, то ть же дЪйстия при- 
шлось бы производить не сз четырьмя, а с5 сотней 
и тогда мы получили бы искомую сумму чи- 
селъ нашего ряда: 


19-4-2431... +-99- 100*. 
СлФдовательно, эта сумма будетъ равна: 
(2. 100-1)Х (1001): 100= 


2.3 


201 10100 
338350. 


Обращаемъ внимаше читателя на слБдующее 
явлен1е: для суммы квадратовъ четырехъ чиселъ 
мы имЪемъ: 


аа НО зд, 
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оказывается, что эта сумма больше, чфмъ число 
клЬтокъ въ иослюднемь квадратБ (4*—16) при- 
близительно въ два раза. 


Если же взять сумму квадратовъ восьми чиселъ: 


11-21-3144 514 6'4- 71-8 *— 
_ (2. 8-18-08 
= 2.3 


—=204 , 


то она будеть болыше суммы клфтокъ посл$д- 
няго квадрата (8*—64) уже не въ два, а прибли- 
зительно въ три раза. Для случая, разсмотр$н- 
наго нами, т.е. для 100 квадратовъ, сумма 
(338350) больше, ч$мъ квадратъ послфдняго числа 
(100*—10000) въ 33,835 разъ. Отсюда видно, что 
сумма квадратовъ послФдовательныхь чиселъ 
быстро увеличивается съ увеличенемъ числа сла- 
гаемыхъ, и если бы мы продолжали эти опыты 
и далБе, то въ случа 200 300 и т. д. квад- 
ратовъ, общее число ихъ кл$токъ выражалось бы 
огромнымъ числомъ. 

Въ математикЪ разсматриваются ряды, извфстные 
подъ назвашемъ геометрическихь прогресс, въ 
которыхъ такое увеличене чиселъ идетъ съ чрез- 
вычайной быстротой. Чтобы познакомить читателя 
съ этимъ явлешемъ, мы разсмотримъ н$сколько 
интересныхъ вопросовъ, рёшене которыхъ осно- 
вано на свойствахъ вышеупомянутыхъ рядовъ 
чиселъ. 

Мы уже не разъ говорили объ «ариометической 
прогресци», т.-е, о рядф чиселъ, въ которомъ 
каждое число получается изъ предыдущаго че- 
резъ ирибавлене къ нему н$которой, характерной 
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для разсматриваемаго ряда, величины, называемой 
разностью прогресаи. 

НапримЪръ, въ рялдф: 1, 2, 3, 4, 5...... второе 
число получается изъ перваго путемъ прибавлен!я 
единицы (1--1=2); такъ же получается третье 
изъ второго (2-1=3), четвертое изъ третьяго 
(3+1=4) и т. д. Въ рядЪ 1,3, 65,7, 9 для 
посл$довательнаго получешя чиселъ приходится 
прибавлять уже не единицу, а двойку. 

Въ «геометрической прогресс» дфло обстоитъ 
иначе: числа такого ряда получаются путемъ 
умножещя на одно и то же число (называемое 
знаменателемь прогресс1и). Разсмотримъ одну изъ 
такихъ прогресс й, напримЪръ 


1, 3, 9, 27, 81..... 


Второе число 3 въ три раза больше перваго, 
третье 9 больше второго тоже въ три раза, 
четвертое 27 больше третьяго опять въ три раза 
ит. д. 

Наши читатели уже знаютъ, какъ находить 
сумму членовъ ариеметической прогресс!и; что же 
касается получен!я суммы чиселъ, участвующихъ 
въ геометрической прогресци, то здфсь дфло об- 
стоитъ несравненно сложнЪфе, и мы не будемъ 
давать общаго метода, при помощи котораго 
можно было бы находить сумму чиселъь любой 
геометрической прогресми, а только укажемъ, 
какъ можно найти эту сумму въ н$которыхъ 
частныхъ случаяхъ. 


Представимъ себЪ рядъ: 


1, 2, 4, 8, 16, 
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который представляеть собою геометрическую 
прогрессю со знаменателемъ, равнымъ 2, и кото- 
рый состоить изъ 5 чиселъ (или членовз). Подсчи- 
Тавши непосредственно сумму чиселъ этого ряда, 
мы увидимъ, что она (31) на единииу меньше, 
47%М5 2 в5 пятой степени, т.-е., 32.'То же самое 
можно сказать и относительно большаго числа 
членовъ той же прогресаи. Если бы у насъ 
была, напр., прогресая: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 
состоящая уже изъ 7 членовъ, то, для нахожден!я 
суммы членовъ ея, намъ пришлось бы знаменатель 
2 возвести уже не въ пятую, а въ седьмую степень: 


27—2.2.2.2.2.2.2=128 


и изъ полученнаго числа по-прежнему вычесть 
единицу. 'Гакимъ образомъ, оказалось бы, что 


1-24-44 8-16 32-4-64=127. 


Замфтимъ, что описанный премъ пригоденъ 
только для тфхъ прогрессй, у которыхъ знаме- 
натель=2 и которыя начинаются съ единицы. 
Теперь обратите вниман!е на то, какъ быстро 
растетъ сумма членовъ прогресаи, по мЪрЪ уве- 
личен!я числа ея членовъ; напр., мы имфемъ слБ- 
дующя суммы: 


1+244;142--4--8--16432; 1424448416 
--32-- 64 {-128+- 256. 


Въ приведенныхъ примфрахъ число слагаемыхъ 
увеличивается въ три раза, т.-е., отношене 
между числами слагаемыхъ равно: 1:2 :3. 

Быть можетъ, и суммы этихъ прогресай бу- 
дутъ также относиться другъ къ другу, т.-е., 
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вторая будетъ вдвое болыше первой, а третья 
вдвое больше второй? Посмотримъ, такъ ли это 
на самомъ дЪлЪ. 


1-24 4=2'—1=7;1 4244-8416 32—2‘—1=— 
—63 , 12-48-1632 64--128-256— 
—2*—1—5611. 


Число членовъ во второй прогресса вдвое 
больше, чфмъ въ первой, тогда какъ сумма воз- 
росла въ 9 разъ; въ третьей прогресби число 
членовъ втрое больше, чЪмъ въ первой, а сумма— 
въ 73 раза. Итакъ, съ одной стороны, мы имфемъ 
отношене 1:3: 3, съ другой—1 : 9: 73. Очевидно, 
что сумма членов геометрической прогресси ра- 
стеть гораздо быстрье, чьмъ число членов. 


Разсказываютъ, что индусскому мудрецу, по 
имени Зисса-Ибнз-Даирз, которому приписывает- 
ся изобрЪтене игры в5 шахматы, было уже из- 
въстно такое свойство суммы членовъ геометри- 
ческой прогресси. По этому поводу существуетъ 
весьма любопытная легенла. 


Индусскйй царь Сирамъз, придя въ восторгъ отъ 
новоизобрЪтенной игры, приказалъ позвать къ себЪ 
мудрепа и предложилъ ему самому назначить себЪ 
награду. Мудрецъ высказалъ, на первый взглядъ, 
очень скромное желане. Онъ сказалъ: «Прикажи 
положить на первый квадрать моей шахматной 
доски только одно хлЪЬбное зерно, на второй 
квадрать—два, на третй-—четыре и т. д., удваи- 
вая число зеренъ при переходЪ съ одного квад- 
рата на слЬдуюцйй до тБхъ поръ, пока не бу- 
дутъ заполнены всЪ 64 квадрата». — «Только одно, 
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только два, только четыре»!— пронеслось въ го- 
лов монарха, и онъ не сталъ считать дальше. 
«Стоить ли думать о какихъ-то десяткахъ или 
сотняхь зеренъ, когда онъ съ удовольстемъ 
бы далъ генальному изобр$тателю этой чудесной 
игры пфлые мЬшки хлЪба»! 

Такъ разсудилъ царь Сирамъ и приказалъ по- 
скор$е выдать мудрецу требуемую награду. 

Каково же было его изумлене, когда его каз- 
начеи заявили ему, что выполнить требуемое они 
не въ состояни, такъ какъ они не могутъ под- 
считать числа всфхъ зеренъ. Не удивляйтесь это- 
му, читатель! Дфло въ томъ, что индусы не поль- 
зовались тогда десятичной системой счислен!я и 
потому не могли изображать цифрами любое, 
сколь угодно болышое число; точно также они, 
по-видимому, плохо были знакомы и съ геометри- 
ческой прогресчей, а потому должно быть понят- 
нымъ, почему придворные паря Сирама встали 
втупикъ передъ такой задачей. 

Впослфдстаи люди подсчитали это число зе- 
ренъ, и оказалось, что оно равно суммЪ геоме- 
трической прогресс 


1-24 8--164.....2%,28 


и выражается числомъ, изображаемымъ сл$дую- 
щими 20 цифрами: 


18446744073709551 615. 


Но самое курьезное въ разсказываемомъ случаЪ 
то, что оказывается, что для того, чтобы собрать 
требуемое количество зеренъ, потребовалось бы 
восемь разъ засфвать всю поверхность земного шара, 


Библиотека Ма{педи.Ви В ф$:/Лмилм.та{педи.ги 


Аменицкий Н. Н. Магические квадраты. Арифметические курьезы. — 1912 67 
2709. .=5 


и тогда общее число собранныхъ зеренъ иочии 
равнялось бы вышеупомянутому числу. 

Вотъ каково было скромное желавше мудреца! 
ДЪйствительно, трудно было исполнить такое бе- 
зумное требованйе, такъ какъ индусы не могли 
засЪять весь земной шаръ, ибо въ ихъ распоряже- 
вши была лишь небольшая часть его; поэтому, если 
бы они и вздумали приводить въ исполнеше при- 
казан!е своего царя, то имъ пришлось бы засЪ- 
вать земной шаръ не восемь, а гораздо большее 
число разъ, такъ что, какъ бы они не спфшили 
со своей работой, все равно мудрецу не пришлось 
бы дожить до получен!я своей награды. 

Разсказываютъ еще аналогичный случай, кото- 
рый можетъ служить также прекрасной иллю- 
стращей вышеупомянутаго свойства геометриче- 
ской прогрессии. 

НЪкто пожелалъ продать свой домъ. Одному 
изъ его прятелей этоть домъ очень понравился и 
онъ былъ не прочь купить его, при услови, что 
цфна будетъ не очень высока. Домъ былъ дере- 
вянный и состоялъ изъ двухъ этажей, такъ что 
лЪстница, проходившая черезъ оба этажа, имЪла 
всего 26 ступенекъ. Стоимость такого дома не пре- 
вышала 6000 рублей. 

— «Мы устроимъ это дБло», сказалъ покупателю 
домовладфлецъ, который, вБроятно, слышалъ ле- 
генду объ изобрЪтателБ шахматовъ,—«на первую 
ступеньку лЬстницы вы положите 1 копейку, на 
вторую двЪ, на третью четыре, на четвертую во- 
семь и т. д., пока не дойдете до посл$дней (т.-е., 
двадцать шестой) ступеньки». 

Покупатель тотчасъ же согласился, такъ какъ 
услов!я показались ему очень выгодными. Но ему 
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недолго пришлось поторжествовать! Очень скоро 
ему вмБсто копеекъ пришлось класть рубли и де- 
сятки рублей, и по мЪр$ того, какъ онъ подни- 
мался по л5стниц$, онъ съ удивленемъ замфчалъ, 
какъ все быстрЪе и быстрЪе увеличиваются суммы, 
и какъ такъ же быстро пустфеть его карманъ. 

Но вБжливый домовладБлецъ пришелъ ему на 
помощь. 

— «Не стоить взбираться на самый верхъ лЪст- 
ницы, это, вфдь, очень утомительно», сказалъ 
онъ, «я уже подсчиталъ, сколько вы мнф долж- 
ны уплатить. МнЪ слфдуеть получить съ васъ 
всего 671088 руб. 63 коп. Если хотите, для круг- 
лаго счета я могу даже сбросить эти 63 копейки»! 

Нетрудно представить себф, какъ, вфроятно, 
вытянулось при этомъ лицо бфднаго покупателя!.. 

Весьма остроуменъ слБдуюций случай въ та- 
комъ же родЪь, гдЪ, какъ оувидить читатель, 
играетъь важную роль все та же способность чле- 
новъ геометрической прогресци возрастать съ по- 
разительной быстротой. 

Этимъ фактомъ неимовфрнаго роста чиселъ, 
благодаря посл$довательному удвоеню ихъ, одна- 
жды удачно воспользовалась нЪмецкая газета («Ге 
Деисве Тифипе») для своей остроумной шутки, 
по поводу которой въ свое время много см$я- 
лись *). Для того, чтобы облегчить себф нЪ- 
сколько постоянныя хлопоты съ цензурой, газетЪ 
ничего другого не оставалось дфлать, какъ начать 
печатать запрешенныя цензоромъ статьи. Въ ре- 
зультатБ, конечно, денежный штрафъ, и въ то 
время какъ газета продолжала выходить въ свЪтъ, 


ы *) `Людвигь Саломонъ (Заютоп) „Сезсысще 4ез РешзсВеп ЙеЙипв8з- 
\уезеп“ (т. Ш, стр. 450}. 


Библиотека Ма{педи.Ви В фр$:/Лмилм.та{педи.ги 


Аменицкий Н. Н. Магические квадраты. Арифметические курьезы. — 1912 69 
— 69 —- 


этоть денежный штрафъ, при каждомъ повторен!и 
подобнаго случая, удваивался. Тогда въ одинъ 
прекрасный день газета помфшаетъ статью, въ 
которой совершенно ясно локазываетъ, что ми- 
нистерство нашло, наконецпъ, источникъ для упла- 
ты государственнаго долга Бавари и притомъ 
въ довольно короткй срокъ: для этого нужно 
только продолжать удваивать налагаемые на га- 
зету «ГиБипе» денежные штрафы. Такая шутка 
понравилась всфмъ, но только, конечно, не ба- 
варскому правительству, которое теперь было 
принуждено прибЪгнуть къ изысканю какого-ни- 
будь другого способа наказан!я, а попытку налагать 
на газету денежные штрафы, которые къ этому вре- 
мени возросли до неимовфрной цифры, оставить. 
Такимъ образомъ, газета сохранила свое существо- 
ван!е, равно какъ и государственный долгъ Ба- 
вари остался въ полной неприкосновенности, 
кажется, и по с1е время. 


Возвращаясь къ нашему разсказу о хлЬбныхъ 
зернахъ на шахматной доскЪ, мы, выписавъ числа 
зеренъ для каждаго поля, получимъ слБдуюций 
рядъ чиселъ: 


1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 956, 512, 1094, 2048, 
4096, 8192, 16384, 32768; 


зл5сь приведено только 16 чиселъ, которыя со- 
отвфтствуютъ лишь четвертой части шахматной 
доски и представляютъ собою ряд степеней числа 
2, при чемъ само число 2 представляеть первую 
степень 2-хъ, 4=2.2, т.-е., вторую степень 2-хъ, 
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8—2.2.2=2° и т. д. Записать это можно слф- 
дующимъ образомъ: 


И 
2°— 8 
2'—16 


21—33 ит. д. 


При разсмотрЪви этой таблицы легко замфтить, 
что при увеличен!и показателя степени в980е по- 
лучаемое число (или, какъ говорятъ, степень) 
тоже увеличивается вдвое. Поэтому, полагаемъ, 
что читатель не будетъ спорить съ тмъ, если мы 
включимъ сюда и нулевую степень числа 2, которая 
должна быть вдвое меныше слфдующей, т.-е. 2°—1. 


Рядь степеней числа 2 играетъ значительную 
роль въ родословной каждаго человЪка: «родо- 
словное древо» всякаго человЪфка образуется изъ 
2 родителей, 4 прародителей, 8 прапрародителей 
ит. д. Если вы попробуете продолжить такое раз- 
суждене дальше, отъ поколЬня къ поколфню, 
а затБЬмъ подсчитаете число своихъ предковъ, 
жившихъ съ Рождества Христова до сего време- 
ни, то для современнаго человЪка это число ока- 
жется настолько велико, что будетъ немногимъ 
меньше, чёмъ вышеупомянутое количество зеренъ 
на шахматной доскЪ. 


Если жемы продолжимъ составлен!е родослов- 
ной таблицы еще дальше, напр., до временъ на- 
чала римской имперш, то число предковъ со- 
временнаго челов5ка станетъ уже значительно 
больше числа зеренъ на шахматной доскЪ. Кто- 
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то вычислилъ, что вышеупомянутымъ числомъ 
хлЬбныхъ зеренъ со всей шахматной доски можно 
покрыть земной шаръ слоемъ, имфющимъ въ 
толщину около одного сантиметра; теперь мы до- 
бавимъ къ этому, что для каждаго изъ насъ, число 
всБхь предковъ, жившихъ, напр., со временъ осно- 
вая Рима до нашихъ дней, настолько велико, 
что имъ положительно не хватило бы мЪста 
на земномъ шарЪ. Если бы мы не пожелали прими- 
риться съ тБмъ, чтобы наши предки волей-неволей 
должны были оказаться жителями водной или 
воздушной стии, то намъ пришлось бы имЪть 
дБло съ такой необычайной задачей, какой не 
можеть засвидфтельствовать ни одинъ лфтопи- 
сецъ и никакая история. 

Читатель, конечно, понимаетъ, что въ данномъ 
случаЪ всБ наши разсуждешя основаны на томъ 
неправильномъ заключенш, которое мы сдфлали 
выше. Ключъ для разгадки получившагося про- 
тиворЪфч!1я найти нетрудно: если каждый человЪкъ 
долженъ имфть двухъ родителей, а затБмъ четы- 
рехъ прародителей *) (такъ случается, по крайней 
мЪрЪ, въ культурныхъ странахъ, гдЪ браки между 
братьями и сестрами запрещены закономъ),‚—то 
слфдующее число, т.-е., 8 будетъ выражать число 
прадфдовъ и прабабушекъ и т. д. Что касается 
до весьма болыпихъ чиселъ, которыя должны 
получиться въ дальнфйшемъ, то, конечно, они 
теряютъ всяЮЙ смыслъ, такъ какъ перестаютъ 
соотвфтствовать самой дЪйствительности. 

`Это можно наглялно объяснить такъ: пусть 
(А,а) и (В) означають двЪ пары супруговъ, при 


*) Прародителями здфсь называются дфдъ и бабушка. —Ред. 
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чемъ большими буквами мы называемъ мужей, 
а малыми — женъ. Допустимъ, что у первой пары 
супруговъ имБются два потомка мужского пола 
Сир, ау второй—два потомка женскаго пола 
с и 4; все это мы запишемъ такъ: 


Ала В-Ь 
| 
60 6,0: 


Оть двухъ новыхъ браковъ С и с съ одной 
стороны и О и 4 сь другой стороны, могло про- 
изойти потомство, которое схематически изобра- 
зимъ такъ: 


| | 
ЕЕ её, Ё 


Е можетъ вступить въ бракъ со своей двою- 
родной сестрой е, а Е—съ { (таке браки во 
многихъ государствахъ допускаются). Результа- 
томъ перваго брака являются потомки С и Н, а 
результатомъ второго—® и В, которые и образуютъ 
снова двЪ супружескихъ четы (С съ э; Н сь В); 
такимъ образомъ, дЪти отъ этихъ браковъ будутъ 
имЪть: 4-хь прародителей (Е, е Е, Г), 4-хъ пра- 
дфдушекъ и прабабокъ (С, с, О, 4) и также 4-хъ 
пра-пра-дфдовъ и пра-пра-бабокъ (А, а В, Б). 
Если бы мы стали продолжать такое разсужде- 
ше еще дальше, то увидали бы, что въ основу 
встрЪчавшихся выше чиселъ положено число 4, 
шипит числа предковъ для удаляющихся по- 
колфнй. Это число, вообще говоря, колеблется 
въ предлахь между наименьшимъ и наиболь- 


Библиотека Ма{педи.Ви В ф$:/Лмулм.та{педи.ги 


Аменицкий Н. Н. Магические квадраты. Арифметические курьезы. — 1912 73 
ее 


шимъ его значеншями, при чемъ достижимость 
имъ предфльнаго тахипип?а возможно лишь’ въ 
теорш, на практикБ же этоть тшахипит находит- 
ся въ безконечности. 

Посл того, какъ мы, подъ впечатлнемъ 
быстраго роста степеней числа 2, позволили себЪ 
удалиться въ область фантаз!и, —теперь мы упо- 
мянемъ объ одномъ премЪ, не разъ употребля- 
вшемся въ коммерческомъ м!рЪ, гдЪ это быстрое 
возрастаще степеней числа 2 играетъ т5мъ болЪье, 
важную роль, что тутъ мы встр5тимся съ нежела- 
немъ считаться съ неоспоримыми фактами. 

Премъ, о которомъ идетъ рЪчь, и который из- 
вфстенъ подъ назвашями: системы «гидры», или 
«снЪ-жнаго комка», нфсколько лФтъ тому назадъ 
заставилъ много говорить о себЪ почти всю Евро- 
пу, пока, наконецъ, по приговору суда, этотъ премъ, 
представлявций собою ничто иное, какъ коммер- 
ческую аферу, не былъ объявленъ недопустимымъ, 
при отсутсти надлежащаго правительственнаго 
разрфшеня. При описанйи этого према мы по- 
стараемся примфнить полученные раньше вы- 
воды и для этого, немного погршивъ противъ 
правды, представимъ себЪ такой случай: 

Одинъ купець, скажемъ, торговецъ велосипе- 
дами, объявилъ, что у него можно прюбрЪсти 
велосипедъ, стоюций 150 рублей, всего за 50 руб. 

Г-нъ А, обратившййся къ купцу, получилъ 07% 
него взамьнь уплаченныхъ 50 р. 2 квитанщи, 
или свидЪфтельства въ частичной уплатЪ, снаб- 
женныя опредъленнымь нумеромь; эти квитан- 
ши А долженъ былъ постараться вручить двумъ 
другимъ липамъ—назовемъ ихъ г. Ви г. С—для 
того, чтобы они уплатили купцу также по 50 р. 


Библиотека Ма{педи.Ви В ф$:/Лмилм.та{педи.ги 


Аменицкий Н. Н. Магические квадраты. Арифметические курьезы. — 1912 74 
24 — 


Какъ только эти 100 р. (50 р. отъ г. Ви 50 р. 
отъ г. С) будуть уплачены, то А немедленно 
получаеть обфшанный велосипедъ; что же ка- 
сается лицъ г. В и г. С, то каждому изъ нихъ 
купецъ вручаетъ также по 2 квитанщи натЬхъ же 
услоняхъ, т.-е., съ тфмъ, чтобы они сбыли ихъ 
съ рукъь такимъ же образомъ, какъ и г. А. 

Идя навстрфчу нашимъ цфлямъ, мы, для упро- 
щен!я разсматриваемаго случая, допустимъ, что 
г. А есть единственный первоначальный владф- 
лецъ квитанщй, получивиий ихъ непосредственно 
отъ купца, и что А сум$лъ сбыть с5 руюз эти кви- 
тании в5 течеше одной недьли; пусть г. Ви 
г. С, получившее свои квитанщши черезъ посред- 
ство А, сбыли ихъ въ продолжене слфдующей, 
второй, недфли, а ихъ 4 кмента сдфлали то же 
самое въ течене сл$дующей, т.-е., третьей недЪ- 
ли ит. д. 

Судебное учреждеше послЪ разсмотрфвя этого 
дЪла съ разныхъь сторонъ (въ томъ числ и съ 
математической точки зрёня) высказало мнЪФн!е, 
«что съ теоретической точки зря распростра- 
нен!е этихъ квитаншй должно было продолжать- 
ся безконечно» *). Читатель можеть возразить 
почтеннымъ судьямъ, что туть не можеть быть 
и р5чи о томъ, что разсылка квитаншй изъ ка- 
кого-либо центральнаго пункта продолжается «без- 
конечно», если на каждой квитанщи имъется 
номерз, который для всякой находящейся въ об- 
ращети квитанщи долженъ быть вполн$ опре- 
дфленнымъ, т.-е., «конечнымъ» въ самомъ стро- 
гомъ смысл этого слова. РазумЪется, что это 


*) Взято изъ приговора Германскаго суда (КесвзвейсЬ1) отъ 
14 февраля 1901 г. см. „Рышен!я суда“, т. 34, стр. 141. 
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выражене, которое, правда, здЪсь было упо- 
треблено безъ соблюденйя осторожности, необхо- 
димой для поняйя о «безконечности», судьи упо- 
требили только въ томъ смыслЪ, въ какомъ и 
мы, если читатель помнитъ, разсуждали по по- 
воду распространевя вфсти о совершенномъ пре- 
ступлеши *); дЪйствительно, разсуждая такъ, какъ 
и прежде, мы увидали бы, что для даннаго слу- 
чая уже въ концЪ 30-ой недфли все человфчество 
было бы снабжено квитанщями, и тогда... опера- 
щя волей-неволей прекратилась бы сама собою. 

Предположимъ, напримЪръ, что. центральнымъ 
пунктомъ для сбыта квитаншй служитъ Москва, 
и что тамъ эти квитанши распространяются до 
тфхь поръ, пока ихъ не получатъ всЪ москвичи; 
для того, чтобы достигнуть этого, потребова- 
лось бы около 20 недфль. Изъ Москвы квитан- 
щи, подобно лавинф, расходятся дальше и уже 
черезъ 5 недфль (слБдующихъ) ими полна вся 
Росая; наконецъ, пройдетъ еще 5 нед$ль, и эти- 
ми квитанщями будутъ наводнены уже вс стра- 
ны земного шара. Если при этомъ принять, что 
численность всфхъ людей на земл$ такова, что 
для снабжея ихъ всфхъ квитаншями потре- 
буетея 30 недфль (20--5--5), то тогда, очевидно, 
можно будетъ сказать, что велосипеды достанутся 
только иполовинль всего человичества. Съ другой 
стороны въ течене послфдней (30-й) недфли бу- 
деть выпущено какъ разъ столько квитанцй, 
сколько ихъ распространилось за всЪ предыдупИя 
29 недфль. ВладлЪльцы квитаншй, выпущенныхъ 
за послфднюю недфлю, т.-е., вторая половина 


*) См. вып. 1-й „Научно-забавной-библ!ютеки“, стр. 19. 
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всего человЪфчества, разумЪется, не получитъ вело- 
сипедовъ, несмотря на уплаченные ими 50 рублей, и 
должны будутъ удовлетвориться сознашемъ, что 
и они, какъ и всБ друпе, внесли купцу свою 
лепту, т.-е., 50 руб. Въ случаБ осуществленя 
описаннаго пр!ема на практик$, купцу удалось бы 
получить за каждый велосипедъ 150 руб. *), такъ 
какъ, пока Ви С еще не усп$ли сбыть свои 
квитанши, купецъ отпустиль бы изъ магазина 
только одинъ велосипедъ (г-ну А), а получилъ бы 
въ это время уже 150 руб.: оть А—50 р., отъ 
В—50 р. и оть С—50 р.; въ дальнфйшемъ вся 
операшя будетъ итти такимъ же путемъ. 

Изъ всего сказаннаго ясно, что премы, подоб- 
ные описанному не только нежелательны, но 
прямо-таки недопустимы, такъ какъ число лицъ, 
страдающихъ отъ такой аферы, растегь (и при- 
томъ очень быстро) по мЪр$ продолженя самой 
операщи, которая, дЪйствительно, какъ гидра, за- 
хватываеть своими щупальцами довфрчивыхъ лю- 
дей, а карманъ предпр!имчиваго афериста увели- 
чивается, подобно катящемуся комку сн$га. 


+) На практикЪ эта ловкая афера ведется уже съ самаго начала 
нфсколько иначе: прежде всего нфсколько лицъ (а не одно, 
какъ въ нашемъ разсказ$), желающихъ принять учасме въ этомъ 
дфлЪ, получаютъ непосредственно отъ купца по одной квитанщи; въ 
такомъ случаЪ эти лица, или ихъ кленты, или, наконепъ, поздиЪй- 
пие участники этой операщши должны булуть рано или поздно, такъ 
сказать, „повиснуть въ воздухЬ“ вмфстБ со своими квитанщями. 
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